
I 
I 
I UNIVERSITY 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

b I 

Punee t Bhasin 
Charles A. Reilly 

The Ohio State University 

ElectroScience La bora tory 
Department of Electrical Engineering 

Columbus, Ohio 43212 

Technical Report 718688-4 
Grant NAG3-159 

July 1987 

National Aeronautics and Space Administration 
Lewis Research Center 
21000 Brookpark Road 

Cleveland, Ohio 44135 

S Y 7 0 3  
7 /13 

[ N A SA- CR- 18 1 1 5 1 ) 
FORMJLkTIONS F O R  SATELLITE SYNTAESIS ( a h i o  
S t a t e  Vniv.)  113 p Avai l :  NTIS HC A06/YP 
A0 1 C S C L  2213 u n c l a s  

M A  ? BE: HA TI C A L Y f i  OG R A A d I  N G N87-25419 

G3/1 8 0084703 



NOT I C ES 

When Government drawings, specifications,  or other data are 
used for  any purpose other than i n  connection w i t b a  def ini te ly  
related Government procurement operation, the United States 
Government thereby incurs no responsibil i ty nor any obligation 
whatsoever, and the f ac t  that  the Government may have formulated, 
furnished, or i n  any way supplied the said drawings, specifications,  
or other data, i s  n o t  t o  be regarded by implication or otherwise as 
i n  any manner licensing the holder or any other person or  corporation, 
or conveying any rights or permission to  manufacture, use, or se l l  
any patented invention tha t  may i n  any way be related thereto. 

I 
I 
D 
I 
I 
D 
I 
I 
B 
E 
I 
1 
I 
B 
I 
I 



I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
B 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

2. REPORT DOCUMENTATION 1. REPORT - 0  , 
PAGE 

1. THIO O n d  Subtitle 
MATHEMATICAL PROGRAMMING FORMULATIONS 
FOR SATELLITE SYNTHESIS 

r. Author(s) 

Puneet Bhasin and Charles H. R e i l l v  

3. RUlpaent'S Accession N O  

5. Reporl Date 
J u l y  1987 
6. 

a. Performing Or8snization Rapt. NO 

7 18688-4 
D. Performin# Orgonirotion Nome ond Address 
The Ohio Sta te  U n i v e r s i t y  ElectroScience Laboratory 
1320 Kinnear Road 
Columbus, Ohio 43212 

12. Sponsorin# Orgsnirotion Nome ~ n d  Address 

NASA - Lewis Research Center 
21000 Brookpark Road 
Cleveland, Ohio 44135 

10. PmbjOd/TJSk/WOrk Unit No 

(GI NAG 3-159 
13. Type of Report 6 Period Covered 

Technical  

14. 

I& AvoIIobiIHy Stoknnnt 19. k u r i t y  CIors (This Report) 

Approved f o r  p u b l i c  release; d i s t r i b u t i o n  un l im i ted .  Unc lass i f i ed  

Unc lass i f i ed  
20. Socurity CIoss (This PO8d 

IC Abatroct (Limit: 200 word.) 

21. N O  Of PJgeS 

113 
22. Price 

The problem of satellite synthesis can be described as optimally allotting and 
sometimes frequencies and polarizations, to communication satellites so that interference 
from unwanted satellite signals does not exceed a specified threshold. In this report, 
mathematical programming models and optimization methods are used to solve satellite 
synthesis problems. A nonlinear programming formulation which is solved using 
Zoutendijk's method and a gradient search method is described. Nine mixed integer 
programming models are considered. Results of computer runs with these nine models and 
five geographically compatible scenarios are presented and evaluated. A heuristic 
solution procedure is also used to solve two of the models studied. Heuristic solutions 
to three large synthesis problems are presented. The results of our analysis show that 
the heuristic performs very well, both in terms of solution quality and solution time, on 
the two models it was applied. We conclude that the heuristic procedure is the best of 
the methods considered for solving satellite synthesis problems. 

locations 

17. Documont Analysis 0. Dourtptors 

b. Identiflefs/Op.n.End.d forms 



I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 

T A B L E  O F  C O N T E N T S  

P A G E  

L I S T O F T A B L E S  . . V 

L I S T  OF F I G U R E S  e . . v i i  

C H A P T E R  

1- I N T R O D U C T I O N  . 1 

11- L I T E R A T U R E  R E V I E W  6 

M O D E L I N G  A P P R O A C H E S  F O R  S A T E L L I T E  

R E Q U I R E D  S A T E L L I T E  S E P A R A T I O N  C O N C E P T S  . . . . 8 
S Y N T H E S I S  M O D E L S  U S I N G  W A N G ' S  S E P A R A T I O N  

S Y N T H E S I S  e e 6 

C O N C E P T  . . 10 

111. AN E V A L U A T I O N  OF T H R E E  S E A R C E  M E T H O D S  F O R  A 
N O N L I N E A R  P R O G R A M M I N G  F O R M U L A T I O N  F O R  
S A T E L L I T E  S Y N T H E S I S  1 3  

N O N L I N E A R  P R O G R A M M I N G  F O R M U L A T I O N  13 
C O M P U T E R  E X P E R I M E N T S  W I T H  T H E  G R A D I E N T  

A N D  C Y C L I C  C O O R D I N A T E  S E A R C H  
P R O C E D U R E S  . 1 5  

C O M P U T E R  E X P E R I M E N T S  WITH Z O U T E N D  I J K '  S 

C O N C L U S I O N S  ON S E A R C H  M E T H O D S  F O R  
M E T H O D  19 

N O N L I N E A R  P R O G R A M M I N G  F O R M U L A T I O N  2 5  

I V .  M I X E D  I N T E G E R  P R O G R A M M I N G  F O R M U L A T I O N S  F O R  
S A T E L L I T E  S Y N T H E S I S  P R O B L E M S  . . . . . . 3 0  

I N T R O D U C T I O N  - . . . 30 

- iii - 



O B J E C T I V E S  FOR T H E  M I P  F O R M U L A T I O N S  . . . . 3 1  
C O M P U T E R  E X P E R I M E N T S  W I T H  M I P  M O D E L S  . . . . 3 7  
O B S E R V A T I O N S  OF C O M P U T E R  R U N S  ON T H E  M I P  

< M O D E L S .  . . 3 9  
P o i n t  A l l o t m e n t  Mode l s  . . . . . . . 4 0  
A r c  A l l o t m e n t  M o d e l s  . . . . . A . . . . 4 4  
A n a l y s i s  o f  S a t e l l i t e  O r d e r i n g s  . . . . . 4 5  

V. A P P L Y I N G  A H E U R I S T I C  A L G O B I T E M  F O R  S A T E L L I T E  
S Y N T H E S I S  rn e 47 

VI. R E C O M M E N D A T I O N S  0 rn 0 5 9  

A P P E N D I C E S  

A .  MIXED I N T E G E R  P R O G R A M M I N G  MODELS 6 4  

B o  C O M P U T E R  R E S U L T S  OF HIP F O R M U L A T I O N S  . 8 4  

C .  C O M P A R I S O N  OF S O L U T I O N  Q U A L I T Y  OF H I P  M O D E L S  90  

D. O R D E R I N G  OF S A T E L L I T E  A L L O T M E N T S  I N  MIP  M O D E L S  96 

B I B L I O G R A P H Y  103 

- i v  - 

I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
R 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 



I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

LIST O F  T A B L E S  

T A B L E  P A G E  

1. F A C T O R S  A N D  F A C T O R  L E V E L S  18  

2 .  C O N S T R A I N T  C O E F F I C I E N T  M A T R I X  O F  S U B P R O B L E M  
I N  Z O U T E N D I J K ’ S  METHOD ‘ 2 1  

3 .  SUMMARY O F  C O M P U T E R  R E S U L T S  . 2 6  

4 .  G E O G R A P H I C  S C E N A R I O S  U S E D  I N  E X P E R I M E N T S  38 

5 .  A V E R A G E  N U M B E R  O F  F E A S I B L E  S O L U T I O N S  A N D  
P E R C E N T A G E  I M P R O V E M E N T S  I N  O B J E C T I V E  F U N C T I O N  
V A L U E  e . .  . 42 

6.  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  W I T H  3 6  S A T E L L I T E S  5 2  

7 .  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  W I T H  5 9  S A T E L L I T E S  s . 5 3  

8 .  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  W I T H  81 S A T E L L I T E S  . . . . . 5 4  

9 .  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  V S .  M I P  M O D E L  3 56  

1 0 .  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  V S .  M I P  M O D E L  4 . . . 5 7  

11. C O M P U T E R  R E S U L T S  OF M I P  F O R M U L A T I O N S  ( E .  
E U R O P E )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 5  

1 2 .  C O M P U T E R  R E S U L T S  OF M I P  F O R M U L A T I O N S  ( W .  
E U R O P E )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 6  

1 3 .  C O M P U T E R  R E S U L T S  OF M I P  F O R M U L A T I O N S  (S. 
A M E R I C A )  * *  8 7  

1 4 .  C O M P U T E R  R E S U L T S  OF M I P  F O R M U L A T I O N S  ( N .  
A F R I C A )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 

1 5 .  C O M P U T E R  R E S U L T S  OF M I P  F O R M U L A T I O N S  ( S . E .  
A S I A )  . . . . . . . . . . 8 9  

1 6 .  C O M P A R I S O N  O F  S O L U T I O N  Q U A L I T Y  (E. E U R O P E )  . . . 91 

- v -  



1 7 .  

1 8 -  

1 9 .  

2 0 .  

2 1 .  

2 2 .  

2 3 .  

2 4  

2 5 .  

C O M P A R I S O N  O F  S O L U T I O N  Q U A L I T Y  (W. E U R O P E )  . . 
C O M P A R I S O N  O F  S O L U T I O N  Q U A L I T Y  ( S o  A M E R I C A )  . . 
C O M P A R I S O N  O F  S O L U T I O N  Q U A L I T Y  ( N e  A F R I C A )  . . .  
C O M P A R I S O N  O F  S O L U T I O N  Q U A L I T Y  ( S . E .  A S I A )  . . 

- 
CHANGE I N  T H E  O R D E R I N G  O F  S A T E L L I T E S  ( E .  
E U R O P E )  . 
CHANGE I N  T H E  O R D E R I N G  O F  S A T E L L I T E S  ( W e  

E U R O P E )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
CHANGE I N  T H E  O R D E R I N G  O F  S A T E L L I T E S  (S. 
AMERICA)  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
C H A N G E  I N  T H E  O R D E R I N G  OF S A T E L L I T E S  ( N .  
A F R I C A )  a 

C H A N G E  I N  T H E  O R D E R I N G  OF S A T E L L I T E S  (S.E. 
A S I A )  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

- v i  - 

9 2  

9 3  

9 4  

9 5  

9 7  

9 8  

9 9  

100 

101 

I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 



L I S T  OF F I G U R E S  

F I G U R E  PAGE 

1 .  I N T E R F E R E N C E  GEOMETRY 0 3 

- v i i  - 



CEAPTER I 

INTRODUCTION 

T h e  p r o b l e m  o f  F i x e d  S a t e l l i t e  S e r v i c e  (FSS) s y s t e m  s y n t h e -  

s i s  c a n  b e  d e s c r i b e d  a s  o p t i m a l l y  a l l o t t i n g  l o c a t i o n s ,  f r e -  

q u e n c i e s  a n d  p o l a r i z a t i o n s  t o  c o m m u n i c a t i o n  s a t e l l i t e s .  

T h e s e  s a t e l l i t e s  a r e  d e p l o y e d  i n  g e o s t a t i o n a r y  o r b i t  ( 5 . 6  

e a r t h  r a d i i  a b o v e  t h e  e q u a t o r )  f o r  t r a n s m i t t i n g  s i g n a l s  t o  

e a r t h  r e c e i v e r s .  An o r b i t a l  a r c  o f  f e a s i b l e  l o c a t i o n s  i r  

d e t e r m i n e d  f o r  e a c h  s a t e l l i t e ,  b a s e d  o n  t h e  l o c a t i o n  a n d  

g e o m e t r y  o f  i t s  s e r v i c e  a r e a .  T h e s e  a r c s  a r e  c o m p r i r e d  o f  

l o c a t i o n s  f r o m  w h i c h  e v e r y  p o i n t  i n  t h e  i n t e n d e d  s e r v i c e  

a r e a  i s  v i s i b l e .  A s e t  o f  t e s t  p o i n t s  o n  t h e  b o u n d a r y  o f  

e a c h  s e v i c e  a r e a  is d e f i n e d  t o  f a c i l i t a t e  t h e  e v a l u a t i o n  o f  

a s y n t h e s i s  s o l u t i o n  o n  t h e  b a s i s  o f  i n t e r f e r e n c e .  A f e a -  

s i b l e  f r e q u e n c y  b a n d  a t  w h i c h  s i g n a l s  may be t r a n s m i t t e d  i s  

s p e c i f i e d ,  a n  a c c o m p a n y i n g  p o l a r i z a t i o n  s c h e m e  i s  i n c l u d e d  

a s  w e l l .  

T h e  p r i m a r y  o b j e c t i v e  i n  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  i s  t o  a l l o t  

o r b i t a l  p o s i t i o n s ,  f r e q u e n c i e s  a n d  p o l a r i z a t i o n s  t o  s a t e l -  

l i t e s  s o  t h a t  i n t e r f e r e n c e  f r o m  u n w a n t e d  s a t e l l i t e  s i g n a l s  

d o e s  n o t  e x c e e d  a s p e c i f i e d  t h r e s h o l d  a t  a n y  ( t e s t )  p o i n t  

- 1  - 



- 2 

i n  a n y  s e r v i c e  a r e a .  The  it it@rfer-ence-gaometry, b a s e d  on 

s i n g l e - e n t r j  i n t e r f e r e n c e  b e t w e e n  two d o w n - l i n k  c o m m u n i c a -  

t i o n  c i r c u i t s  i s  shown i n  F i g .  1 ( 1 1 1 .  T h e  f o l l o w i n g  n o t a -  

t i o n  i s  u s e d :  S - s a t e l l i t e ,  W - w a n t e d  n e t w o r k ,  I - i n t e r -  

f e r i n g  n e t w o r k ,  E - e a r t h  s t a t i o n ,  R - r e c e i v i n g  a n t e n n a .  

In t h i s  f i g u r e ,  b e a m s  t r a n s m i t t e d  f r o m  t h e  two s a t e l l i t e s  

a r e  a i m e d  a t  t h e i r  r e s p e c t i v e  s e r v i c e  a r e a s .  H o w e v e r ,  s o m e  

s i g n a l s  t r a n s m i t t e d  f r o m  s a t e l i i t e  S I  a r e  r e c e i v e d  a t  t h e  

s e r v i c e  a r e a  of s a t e l l i t e  SW. T h e s e  s i g n a l s  i n t e r f e r e  w i t h  

t h e  s i g n a l s  t r a n s m i t t e d  f r o m  s a t e l l i t e  SW a n d  t h u s  c a u s e  a 

d e t e r i o r a t i o n  i n  t h e  q u a l i t y  o f  t h e  s i g n a l  o f  s a t e l l i t e  SW 

r e c e i v e d  i n  i t s  s e r v i c e  a r e a .  T h e  s y n t h e s i s  p r o b l e m  ie t o  

s p e c i f y  l o c a t i o n s ,  f r e q u e n c i e s  a n d  p o l a r i z a t i o n e  f o r  s a t e l -  

l i t e s  SW a n d  SI s o  t h a t  i n t e r f e r e n c e  b e t w e e n  t h e s e  two s a t -  

e l l i t e s  d o e s  n o t  e x c e e d  a s p e c i f i e d  t h r e s h o l d  a n y w h e r e  i n  

t h e  s e r v i c e  a r e a s  of  s a t e l l i t e s  SW a n d  SI. 

I n  r e a l  s y n t h e s i s  p r o b l e m s ,  t h e r e  are t y p i c a l l y  many 

m o r e  t h a n  t w o  s a t e l l i t e s  a n d  two s e r v i c e  a r e a s .  A g g r e g a t e  

c a r r i e r - t o - i n t e r f e r e n c e  ( C /  I) r a t i o s  c a l c u l a t e d  a t  e v e r y  

t e s t  p o i n t  of  e a c h  s e r v i c e  a r e a  a r e  u s e d  t o  m e a s u r e  t h e  

r e l a t i v e  s t r e n g t h  of w a n t e d  a n d  i n t e r f e r i n g  s i g n a l s .  Any 

s o l u t i o n  i n  w h i c h  a l l  a g g r e g a t e  C / I  r a t i o s  e x c e e d  a c e r t a i n  

t h r e s h o l d  i s  c o n s i d e r e d  a c c e p t a b l e .  W i t h  t h i s  p r i m a r y  

c r i t e r i o n  i n  m i n d ,  o t h e r  o b j e c t i v e s  f o r  t h e  FSS s a t e l l i t e  



, 

/ 

‘ I  

EARTH 6 
( a )  Overall geometry 

s w  SI 

-WANTED SIGNAL PATHS - - - - INTERFER ING SIGNAL PATHS 

(b) Detal1 with Earth radius exaggerated f o r  clarity 

F i g u r e  1 : I N T E R F E R E N C E  G E O M E T R Y  
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I 

s y s t e m  s y n t h e s i s  p r o b l e m  c a n  b e  d e f i n e d .  As a n  e x a m p l e  o f  

t h i s ,  we may w i s h  t o  m i n i m i z e  t h e  sum o f  t h e  a b s o l u t e  d e v i -  

a t i o n s  of a l l o t t e d  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s  f r o m  c e r t a i n  p r e d e t -  

e r m i n e d  " d e s i r e d "  l o c a t  i o n s .  

T h e  p r a c t i c a l  i m p o r t a n c e  a n d  p o l i t i c a l  r a m i f i c a t i o n s  o f  

a p r o b l e m  o f  t h i s  n a t u r e  a r e  o b v i o u s  when o n e  c o n s i d e r s  t h e  

p r o l i f e r a t i o n  o f  s p a c e  t e c h n o l o g y  t o  e v e n  t h e  s m a l l e s t  a n d  

p o o r e s t  c o u n t r i e s .  T h e  n e e d  f o r  o r b i t a l  s p a c e  a n d  f r e q u e n c y  

a n d  p o l a r i z a t i o n  a l l o t m e n t s  f o r  p r e s e n t  a n d  f u t u r e  s a t e l -  

l i t e s  i l l u s t r a t e s  t h e  i m p o r t a n c e  o f  p r u d e n t  u s e  o f  t h e  

g e o e t a t i o n q r y  o r b i t  a n d  t h e  f r e q u e n c y  s p e c t r u m .  S i n c e  com- 

p l e x  r e s o u r c e  a l l o c a t i o n  p r o b l e m s  a r e  o f t e n  a t t a c k e d  b y  

f o r m u l a t i n g  them a s  m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g  ( o p t i m i z a t i o n )  

p r o b l e m s ,  m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g  m o d e l s  a n d  o p t i m i z a t i o n  

m e t h o d s  d e s c r i b e d  h e r e  s h o u l d  p r o v i d e  t o o l s  f o r  t h e  c o m p l e x  

o r b i t / s p e c t r u m  a l l o c a t i o n  d e c i s i o n s  t o  b e  m a d e  by t h o s e  

r e s p o n s i b l e  f o r  t h e  g o v e r n a n c e  o f  i n t e r n a t i o n a l  c o m m u n i c a -  

t i o n s ,  s u c h  a s  d e l e g a t e s  t o  t h e  W o r l d  A d m i n i s t r a t i v e  R a d i o  

C o n f e r e n c e ' s  (WARC)  a n d  t h e  I n t e r n a t i o n a l  T e l e c o m m u n i c a t i o n  

U n i o n .  

I n  t h e  p r e s e n t  w o r k ,  a l t e r n a t e  m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g  

f o r m u l a t i o n s  f o r  FSS s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  a r e  c o n s i d e r e d .  

M o s t  o f  t h e  m o d e l s  a r e  s i m i l a r  b u t  h a v e  d i f f e r e n t  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n s .  O u r  a i m s  a r e  ( 1 )  t o  s t u d y  d i f f e r e n t  s o l u t i o n  
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t e c h n i q u e s  f o r  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s ,  a n d  ( 2 )  t o  s u g g e s t  a n  

a p p r o p r i a t e  m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g  m o d e l ,  a n d  a n  a c c o m p a -  

n y i n g  s o l u t i o n  s t r a t e g y ,  t h a t  c a n  b e  r e l i a b l y  s o l v e d  f o r  

s y n t h e s i s  s o l u t i o n s  i n  a r e a s o n a b l e  a m o u n t  o f  t i m e .  

T h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  m a n u s c r i p t  i s  o r g a n i z e d  a s  f o l -  

l o w s .  C h a p t e r  I 1  c o n t a i n s  a r e v i e w  o f  l i t e r a t u r e  o n  t h e  

s u b j e c t  o f  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s .  A n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  

f o r m u l a t i o n  o f  a s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m  a n d  t h r e e  

a p p l i c a b l e  s o l u t i o n  m e t h o d s  a r e  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  111. 

N i n e  m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  (MIP) f o r m u l a t i o n s  a r e  

d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r  a n d  s h o w n  i n  A p p e n d i x  A. 

R e s u l t s  o f  c o m p u t e r  r u n s  w i t h  t h e s e  n i n e  m o d e l s  a n d  f i v e  

s m a l l - t o - m e d i u m  s i z e  g e o g r a p h i c a l l y  c o m p a t i b l e  s c e n a r i o s  

a r e  a l s o  p r e s e n t e d  a n d  e v a l u a t e d .  I n  C h a p t e r  V ,  we p r e s e n t  

s o l u t i o n s  t o  two o f  t h e  m o d e l s  s t u d i e d  t h a t  were  f o u n d  w i t h  

a h e u r i s t i c  s o l u t i o n  p r o c e d u r e .  R e s u l t s  f o r  t h i s  a p p r o x i -  

m a t e  m e t h o d  a r e  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  o b t a i n e d  w i t h  b r a n c h -  

a n d - b o u n d ,  a n  e x a c t  m e t h o d .  S o l u t i o n s  t o  a f e w  l a r g e  

s y n t h e s i s  p r o b l e m s  w h i c h  h a v e  a l s o  b e e n  f o u n d  w i t h  t h i s  

h e u r i s t i c  a r e  p r e s e n t e d .  F i n a l l y ,  i n  t h e  l a s t  c h a p t e r ,  

c o n c l u s i o n s  a n d  r e c o m m e n d a t i o n s  a b o u t  s t r a t e g i e s  f o r  s o l v -  

i n g  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s  a r e  d i s c u s s e d .  
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L I T E R A T U R E  R E V I E W  

M O D E L I N G  A P P R O A C H E S  F O R  S A T E L L I T E  S Y N T H E S I S  

S a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s  h a v e  b e e n  t h e  s u b j e c t  o f  m u c h  

r e s e a r c h .  Much o f  t h e  w o r k  p e r t a i n s  t o  s a t e l l i t e s  i n  t h e  

B r o a d c a s t i n g  S a t e l l i t e  S e r v i c e  (BSS). S o l u t i o n  s t r a t e g i e s  

s u g g e s t e d  for t h e s e  p r o b l e m s  r a n g e  f r o m  e x a c t  a l g o r i t h m s  t o  

h e u r i s t i c  t e c h n i q u e s .  Some o f  t h e s e  a p p r o a c h e s  c a n  b e  mod- 

i f i e d  t o  s u i t  t h e  FSS a l s o .  

T h e r e  h a v e  b e e n  a p p r o a c h e s  t h a t  c o n s i d e r  o n l y  f r e q u e n c y  

a l l o t m e n t s .  C a m e r o n  [ 3 ]  h a s  f o r m u l a t e d  a n  i n t e g e r  p r o g r a m -  

m i n g  f r e q u e n c y  a l l o t m e n t  m o d e l  t h a t  m i n i m i z e s  t h e  n u m b e r  of 

c h a n n e l s  a l l o t t e d  t o  s a t e l l i t e s ,  s u b j e c t  t o  c o - c h a n n e l  

i n t e r f e r e n c e  r e s t r i c t i o n s .  L e v i s  e t  a l .  [SI h a v e  s u g g e s t -  

e d  a n o t h e r  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  f o r m u l a t i o n  f o r  t h i s  s a m e  

p r o b l e m .  They h a v e  a l s o  f o r m u l a t e d  a n  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  

m o d e l  t h a t  c o n s i d e r s  t h e  a l l o t m e n t  o f  m u l t i p l e  c h a n n e l s  t o  

e a c h  s e r v i c e  a r e a  a n d  t a k e s  i n t o  a c c o u n t  a d j a c e n t - c h a n n e l  

i n t e r f e r e n c e .  B a y b a r s  [ 1 ] h a s  f o r m u l a t e d  a n  i n t e g e r  

p r o g r a m m i n g  m o d e l  t h a t  m i n i m i z e s  t h e  n u m b e r  o f  c h a n n e l s  

- 6 -  
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u s e d  w h i l e  c o n s i d e r i n g  b o t h  c o - c h a n n e l  a n d  a d j a c e n t - c h a n n e l  

i n t e r f e r e n c e .  

I t o  e t  a l .  [ 8 ]  h a v e  f o r m u l a t e d  a s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  

m o d e l  t h a t  c o n s i d e r s  t h e  a l l o t m e n t  o f  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s  

o n l y .  T h e i r  o b j e c t i v e  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  

t h e  e a s t e r n m o s t  a n d  w e s t e r n m o s t  a l l o t t e d  s a t e l l i t e  l o c a -  

t i o n s .  T h e  m o d e l  i s  a n o n l i n e a r  p r o g r a m  t h a t  t h e y  s u g g e s t  

b e  s o l v e d  u s i n g  t h e  S e q u e n t i a l  U n c o n s t r a i n e d  M i n i m i z a t i o n  

T e c h n i q u e .  I n  s o l v i n g  t h e  m o d e l ,  s a t e l l i t e s  a r e  p o s i t i o n e d  

o n e  a t  a t i m e  a c c o r d i n g  t o  a p r e d e t e r m i n e d  l a u n c h  s e q u e n c e .  

E v e r y  s a t e l l i t e  t h a t  i s  " l a u n c h e d "  i s  p o s i t i o n e d  i n  t h e  

b e s t  p o s s i b l e  m a n n e r  r e l a t i v e  t o  t h e  o t h e r  s a t e l l i t e s  t h a t  

h a v e  a l r e a d y  b e e n  l a u n c h e d .  S u c h  a m e t h o d  d o e s  n o t  g u a r a n -  

t e e  g l o b a l  o p t i m a l i t y .  

L e v i s  e t  a l .  [ l o )  h a v e  f o r m u l a t e d  a n o n l i n e a r  p r o y r a m -  

in ing  m o d e l  f o r  a l l o t t i n g  l o c a t i o n s  a n d  f r e q u e n c i e s  t o  BSS 

s a t e l l i t e s .  An a l t e r n a t i n g  p o l a r i z a t i o n  s c h e m e  i s  a s s u m e d .  

T h e i r  m o d e l  a t t e m p t s  t o  m a x i m i z e  t h e  min imum o f  t h e  a g k r e -  

g a t e  C / I  r a t i o s  c o m p u t e d  for a l l  t e s t  p o i n t s  i n  e v e r y  s e r -  

v i c e  a r e a ;  l o c a t i o n s  a n d  f r e q u e n c i e s  a r e  r e s t r i c t e d  t o  l i e  

w i t h i n  s p e c i f i e d  b o u n d s .  L e v i s  e t  a l .  [ l o )  a n d  M a r t i n  e t  

a l .  [ 1 4 ]  h a v e  s u g g e s t e d  t h a t  t h i s  m o d e l  b e  s o l v e d  u s i n g  a n  

e x t e n d e d  g r a d i e n t  s e a r c h  p r o c e d u r e .  R e i l l y  e t  a l .  [ 1 8 ]  

h a v e  r e c o m m e n d e d  a c y c l i c  c o o r d i n a t e  s e a r c h  p r o c e d u r e  f o r  
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t h e  s a m e  p r o b l e m .  An e x t e n s i v e  c o m p u t e r  e x p e r i m e n t  t o  

e v a l u a t e  t h e  q u a l i t y  o f  t h e  s y n t h e s i s  s o l u t i o n s  f o u n d  b y  

t h e s e  two s e a r c h  t e c h n i q u e s  w a s  c o n d u c t e d  by R e i l l y  e t  a l .  

[ 1 9 ] .  T h e y  c o n c l u d e  t h a t  t h e  c y c l i c  c o o r d i n a t e  s e a r c h  p r o -  

c e d u r e  f i n d s  b e t t e r  s o l u t i o n s ,  b u t  i t  d o e s  s o  a t  g r e a t e r  

c o m p u t i n g  e x p e n s e .  T h i s  e x p e r i m e n t  a n d  t h e  two  s e a r c h  

m e t h o d s  a r e  d e s c r i b e d  i n  m o r e  d e t a i l  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r .  

H e u r i s t i c  m e t h o d s  f o r  l o c a t i o n ,  f r e q u e n c y  a n d  p o l a r i z a -  

t i o n  a l l o t m e n t s  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d  by N e d z e l a  a n d  S i d n e y  

[ 1 6 ] ,  C h o u i n a r d  a n d  V a c h o n  [ 4 ] ,  a n d  C h r i s t e n s e n  [SI. 

R E Q U I R E D  SATELLITE SEPARATION CONCEPTS 

Wang 1 2 2 1  h a s  d e v e l o p e d  a p r o c e d u r e  t o  c a l c u l a t e  t h e  

r e q u i r e d  o r b i t a l  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  two  s a t e l l i t e s  w i t h  a 

known mean  l o n g i t u d e  t h a t  g u a r a n t e e s  s i n g l e - e n t r y  c o -  

c h a n n e l  C I I  r a t i o s  a t  t e s t  p o i n t s  a l o n g  t h e  b o u n d a r i e s  o f  

t h e  i n t e n d e d  s e r v i c e  a r e a s  a r e  a t  l e a s t  e q u a l  t o  some 

a c c e p t a b l e  t h r e s h o l d .  A g g r e g a t e  C / I  r a t i o  r e q u i r e m e n t s  c a n  

b e  s a t i s f i e d  by s p e c i f y i n g  a h i g h e r  t h r e s h o l d  f o r  t h e  

s i n g l e - e n t r y  G I  I r e q u i r e m e n t s  [ 2 2 ] .  

We d e f i n e  A@ijk  t o  b e  t h e  r e q u i r e d  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  

s a t e l l i t e s  i and  j when t h e i r  m e a n  l o n g i t u d e  i s  k d e g r e e s .  

T y P i C a l l Y  A @ i j k  v a l u e s  v a r y  a c c o r d i n g  t o  a b a t h - t u b  c u r v e  

o v e r  t h e  s e t  o f  f e a s i b l e  l o c a t i o n s  [ 2 2 ] .  We r e f e r  t o  t h e  
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maximum o v e r  a l l  f e a s i b l e  k o f  t h e  A tP i jk  a s  A s i j .  T h e  

s i g n i f i c a n c e  of A s i j  i s  t h a t  i t  i s  a w o r s t - c a s e  r e q u i r e d  

s e p a r a t i o n .  Any p a i r  o f  s a t e l l i t e s  i a n d  j ,  w h e n  s e p a r a t e d  

by  A s i j ,  w o u l d  s a t i s f y  o u r  s i n g l e - e n t r y  i n t e r f e r e n c e  c r i -  

t e r i a  i r r e s p e c t i v e  o f  t h e i r  l o c a t i o n s  i n  t h e  f e a s i b l e  a r c .  

I n  a l l  t h e  s y n t h e s i s  e x a m p l e s  t o  b e  p r e s e n t e d ,  we u s e  

v a l u e s  c a l c u l a t e d  t o  e n s u r e  t h a t  a g g r e g a t e  C /  I A s  

r e q u i r e m e n t s  o f  25dB a r e  m e t .  T h e  A + i j k  v a l u e s  a r e  c a l c u -  

l a t e d  b a s e d  o n  a s i n g l e  e n t r y  c o - c h a n n e l  C / I  r a t i o  r e q u i r e -  

m e n t  o f  3 0 d B .  T h e  n o t i o n  o f  r e q u i r i n g  a n  e x t r a  5dB o v e r  t h e  

s i n g l e - e n t r y  i n t e r f e r e n c e  c r i t e r i o n  t o  meet  a n  a g g r e g a t e  

i n t e r f e r e n c e  c r i t e r i o n  w a s  u s e d  a t  WARC ' 7 7  [ 6 ]  a n d  h a s  

p r o v e n  t o  b e  v a l i d  f o r  s c e n a r i o s  c o n s i d e r e d  by L e v i s  e t  a l .  

[111. T h e  A @ i j k  v a l u e s  a n d  t h e  A s i j  v a l u e s  u s e d  i n  t h e  

e x p e r i m e n t s  d e s c r i b e d  i n  t h e  f o r t h c o m i n g  c h a p t e r s  h a v e  b e e n  

c a l c u l a t e d  u s i n g  W a n g ' s  [ 2 2 ]  m e t h o d .  

i j  

D e t a i l e d  d e s c r i p t i o n s  o f  t h e  s e p a r a t i o n  c o n c e p t  f o r  s a t -  

e l l i t e s  w i t h  e l l i p t i c a l - b e a m  a n t e n n a s  c a n  b e  f o u n d  i n  Wang 

[ 2 2 ] ,  L e v i s  e t  a l .  [ l l ] ,  a n d  R e i l l y  e t  a l .  ( 181 .  Yamamura 

a n d  L e v i s  [ 2 1 ]  h a v e  d o n e  s i m i l a r  w o r k  f o r  s a t e l l i t e s  w i t h  

c i r c u l a r - b e a m  a n t e n n a s ,  w h i c h  i s  a l s o  d e s c r i b e d  i n  L e v i s  e t  

a l .  [ l l ] .  

Some o f  t h e  m o d e l s  d e s c r i b e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  h a v e  u s e d  

s i m i l a r  s e p a r a t i o n  c o n c e p t s .  A m o d e l  d e v e l o p e d  b y  I t o  e t  
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a l .  [ 8 ]  u s e s  a s e p a r a t i o n  m a t r i x  t o  e n s u r e  t h a t  s i n g l e -  

e n t r y  i n t e r f e r e n c e  r e q u i r e m e n t s  w i l l  b e  m e t .  R e q u i r e d  s a t -  

e l l i t e  s p a c i n g  c a l c u l a t i o n s  a r e  b a s e d  o n  t h e  c u r r e n t  L o c a -  

t i o n s  o f  t h e  s a t e l l i t e s  a l r e a d y  p o s i t i o n e d  ( " l a u n c h e d " ) .  

C h r i s t e n s e n  [ 5 ]  c a l c u l a t e s  s e p a r a t i o n  v a l u e s  u n d e r  t h e  

a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  r e q u i r e d  s e p a r a t i o n  i s  a p p r o x i m a t e l y  

c o n s t a n t  and  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  s a t e l l i t e  o r b i t a l  l o n g i -  

t u d e s .  

SYNTHESIS MODELS USING YANG'S SEPARATION CONCEPT 

T h e  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  c o n c e p t  h a s  o p e n e d  new a v e n u e s  f o r  

t h e  s o l u t i o n  o f  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s ,  a s  w i l l  b e  

d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r s  I V  a n d  V. T h e  r e p e a t e d ,  c o m p l e x  

i n t e r f e r e n c e  c a l c u l a t i o n s  s e e n  i n  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  

m o d e l s  f o r  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  c a n  b e  a v o i d e d .  S u c h  m o d e l s  

h a v e  b e e n  used  b y  L e v i s  e t  a l .  [ l o ] ,  M a r t i n  e t .  a l .  i 1 4 ) ,  

R e i l l y  e t .  a l .  [19] a n d  I t 0  e t  a 1  [ 8 ] .  M o d e l s  t h a t  u t i l i z e  

t h e  s e p a r a t i o n  c o n c e p t  a r e  a p o t e n t i a l l y  v a l u a b l e  a l t e r n a -  

t i v e  t o  t h e  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  s y n t h e s i s  m o d e l s  s u g g e s t -  

ed  t o  d a t e .  

R e i l l y  e t .  a l .  [ZO] h a v e  i n c o r p o r a t e d  t h e  s a t e l l i t e  s e p -  

a r a t i o n  c o n c e p t  i n  a m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  ( M I P )  m o d e l  

a n d  a n  a l m o s t  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  m o d e l  f o r  a l l o t t i n g  

s a t e l l i t e  l o c a t i o n s .  The  l o g i c a l  r e l a t i o n s h i p s  b e t w e e n  
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s a t e l l i t e  l o c a t i o n s  t h a t  a r e  r e q u i r e d  t o  e n f o r c e  t h e  

s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  c o n s t r a i n t s  p r o h i b i t  f o r m u l a t i n g  t h e  

m o d e l  a s  a p u r e  l i n e a r  p r o g r a m .  I n s t e a d  t h e  s i m p l e x  m e t h o d  

w i t h  r e s t r i c t e d  b a s i s  e n t r y ,  w h i c h  d o e s  n o t  e n s u r e  o p t i m a l -  

i t y ,  i s  u s e d  t o  f i n d  s o l u t i o n s  t o  t h e  a l m o s t  l i n e a r  p r o -  

g r a m m i n g  m o d e l  1 2 0 1 .  The M I P  m o d e l  c a n  b e  s o l v e d  t o  o p t i -  

m a l i t y  w i t h  a b r a n c h - a n d - b o u n d  a l g o r i t h m ,  b u t  s o l u t i o n  

t i m e s  f o r  l a r g e  p r o b l e m s  may b e  p r o h i b i t i v e .  T h e  o b j e c t i v e  

i n  b o t h  o f  t h e s e  m o d e l s  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  s u m  of t h e  d e v i -  

a t i o n s  b e t w e e n  p r e s c r i b e d  ( o p t i m a l )  l o c a t i o n s  a n d  t h e  c o r -  

r e s p o n d i n g  " d e s i r e d "  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s .  A d d i t i o n a l  MIP 

f o r m u l a t i o n s  t h a t  u s e  t h e  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  c o n c e p t  a r e  

d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  I V .  

G o n s a l v e z  [ 7 ]  h a s  d e v e l o p e d  a s w i t c h i n g  h e u r i s t i c ,  o r  

p e r m u t a t i o n  a l g o r i t h m ,  t h a t  i s  a p p l i c a b l e  t o  s a t e l l i t e  

s y n t h e s i s  p r o b l e m s  a s  w e l l  a s  t o  some s c h e d u l i n g  p r o b l e m s .  

H e  u s e s  a n  M I P  s y n t h e s i s  m o d e l  s u g g e s t e d  by M o u n t - C a m p b e l l  

e t  a l .  [ 1 5 ]  w h i c h  i n c o r p o r a t e s  t h e  min imum r e q u i r e d  s a t e l -  

l i t e  s e p a r a t i o n  c o n c e p t .  An i n i t i a l  o r d e r i n g  o f  t h e  s a t e l -  

l i t e s  i s  s e l e c t e d .  W i t h  t h i s  i n i t i a l  o r d e r i n g  t h e  s y n t h e -  

s i s  p r o b l e m  r e d u c e s  t o  a l i n e a r  p r o g r a m .  T h e  l i n e a r  p r o g r a m  

i s  t h e n  s o l v e d  t o  f i n d  o p t i m a l  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s  f o r  t h e  

g i v e n  o r d e r i n g .  T h e  a l g o r i t h m  p r o c e e d s  b y  c o n s i d e r i n g  p e r -  

m u t a t i o n s  o f  s m a l l  g r o u p s  o f  a d j a c e n t  s a t e l l i t e s  a n d  r e -  

o p t i m i z i n g  t h e  l i n e a r  p r o g r a m m i n g  s o l u t i o n  a s  n e e d e d .  
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F i n i t e  t e r m i n a t i o n  i s  g u a r a n t e e d ,  b u t  o p t i m a l i t y  i s  n o t .  

F e a s i b l e  s o l u t i o n s  t o  l a r g e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s  ( u p  t o  81 

s a t e l l i t e s )  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  w i t h  t h i s  h e u r i s t i c  i n  v e r y  

r e a s o n a b l e  s o l u t i o n  t i m e s .  R e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h i s  h e u -  

r i s t i c  f o r  some l a r g e  p r o b l e m s  a r e  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  V. 

We a l s o  c o m p a r e  r e s u l t s  f o r  Che s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  w i t h  

r e s u l t s  f o r  b r a n c h - a n d - b o u n d .  
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A N  E V A L U A T I O N  O F  T H R E E  S E A R C H  METHODS F O R  A 

N O N L I l l E A R  PROGRAMMING F O R M U L A T I O N  FOR S A T E L L I T E  

S Y N T H E S I S  

N O N L I N E A R  P R O G R A M M I N G  F O R M U L A T I O N  

As m e n t i o n e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r ,  a n o n l i n e a r  p r o g r a m -  

m i n g  f o r m u l a t i o n  o f  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s  h a s  b e e n  

s u g g e s t e d  by L e v i s  e t  a l .  [lo]. The  m o d e l  a s  p r e s e n t e d  i n  

R e i l l y  e t  91. [ 1 9 ]  i s :  

V i  

V i  (3.3) 

w h e r e  x i s  t h e  l o c a t i o n  o f  s a t e l l i t e  i ,  x i s  t h e  f i r s t  

( l o w e s t )  f r e q u e n c y  i n  t h e  f a m i l y  of c h a n n e l s  a s s i g n e d  t o  
l i  f i  

s a t e l l i t e  i ,  e ( w i )  is t h e  e a s t e r n m o s t  ( w e s t e r n m o s t )  f e a -  

o i b l e  l o c a t i o n  f o r  s a t e l l i t e  i ,  1 ( h i )  i s  t h e  l o w e s t  

( h i g h e s t )  f r e q u e n c y  t h a t  c a n  b e  a s s i g n e d  t o  s a t e l l i t e  i ,  a 

i 

i 

- 1 3  - 
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p r o b l e m  t o  s o l v e .  The  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i n  t h i s  m o d e l  i s  

n o t  c o n v e x .  In f a c t ,  i t  i s  c h a r a c t e r i z e d  by n u m e r o u s  p e a k s  

a n d  v a l l e y s  o f  v a r y i n g  h e i g h t s  a n d  d e p t h s  ( 1 9 1 .  T h e  compu-  

t a t i o n  o f  t h e  C / I  r a t i o s  i s  much  m o r e  c o m p l i c a t e d  t h a n  i t  

m i g h t  a p p e a r  f r o m  t h e  f o r m u l a t i o n .  T h e  C / I  r a t i o s  a r e  a c t u -  

a l l y  a f u n c t i o n  o f  t o p o c e n t r i c  a n d  s a t e l l i t e - c e n t e r e d  

a n g l e s ,  f r e q u e n c y  d i s c r i m i n a t i o n ,  a n t e n n a  g a i n s  a n d  d i s -  

c r i m i n a t i o n  p a t t e r n s ,  e l l i p t i c a l  beam p a r a m e t e r s ,  a n d  

t r a n s m i t t e d  p o w e r  1 1 9 ) .  F o r  b r e v i t y  t h e  e n t i r e  e x p r e s s i o n  

f o r  C / I  h a s  n o t  b e e n  p r e s e n t e d .  I n  t h i s  m o d e l  C/I i s  t r e a t -  

ed  a s  a f u n c t i o n  o f  l o c a t i o n s  a n d  f r e q u e n c i e s  o n l y .  

1 4  

i s  t h e  s e t  o f  t e s t  p o i n t s  i n  t h e  i s  a s c a l i n g  c o n s t a n t ,  

s e r v i c e  a r e a  s e r v e d  b y  s a t e l l i t e  i ,  a n d  K i s  t h e  s e t  o f  i 
f r e q u e n c i e s  a t  w h i c h  s i g n a l s  a r e  t o  b e  t r a n s m i t t e d  f r o m  

s a t e l l i t e  i [ 1 9 ] .  

J i  

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  ( 3 . 1 )  i s  i n t e n d e d  t o  m a x i m i z e  t h e '  

w o r s t  a g g r e g a t e  C / I  r a t i o  a t  a n y  t e s t  p o i n t .  By r a i s i n g  e 

t o  t h e  ( - C / L l i j k  p o w e r  a n d  s u m m i n g  o v e r  i , j ,  a n d  k, t h e  

w o r s t  C / I  r a t i o s  c o n t r i b u t e  t h e  m o s t  t o  t h e  o b j e c t i v e  f u n c -  

t i o n  v a l u e .  T h e  c o n s t r a i n t s  ( 3 . 2 )  a n d  (3 .3)  a r e  s i m p l e  

b o u n d  c o n s t r a i n t s  a n d  e n s u r e  t h a t  t h e  l o c a t i o n  a n d  f r e q u e n -  

c y  d e c i s i o n  v a r i a b l e s  r e m a i n  f e a s i b l e .  

T h i s  s y n t h e s i s  f o r m u l a t i o n  i s  a d i f f i c u l t  o p t i m i z a t i o n  
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COMPUTER EXPERIMENTS WITH THE GRADIENT AND C Y C L I C  

COORDINATE SEARCH PROCEDURES 

R e i l l y  e t  a l .  1 1 9 1  h a v e  u s e d  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  t e c h n i q u e  

a n d  t h e  c y c l i c  c o o r d i n a t e  s e a r c h  t e c h n i q u e  t o  s o l v e  t h e  

m o d e l  g i v e n  i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n .  

T h e  g r a d i e n t  s e a r c h  t e c h n i q u e  i s  a m e t h o d  t h a t  c a n  b e  

u s e d  t o  s o l v e  u n c o n s t r a i n e d  n o n l i n e a r  o p t i m i z a t i o n  p r o b -  

l e m s .  I t  c a n  b e  m o d i f i e d  t o  s o l v e  p r o b l e m s  w i t h  c o n -  

s t r a i n t s  s u c h  a s  t h e  o n e s  p r e s e n t  i n  t h e  m o d e l  w e  c o n s i d e r  

h e r e .  T h e  m e t h o d  w o r k s  a s  f o l l o w s .  We c o m p u t e  t h e  g r a d i e n t  

o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a t  a f e a s i b l e  p o i n t .  A l i n e  

s e a r c h  i s  c o n d u c t e d  i n  t h e  n e g a t i v e  g r a d i e n t  d i r e c t i o n  t o  

f i n d  a n  i m p r o v e d  s o l u t i o n .  T h e  m e t h o d  p r o c e e d s  i t e r a t i v e l y  

b y  r e s t a r t i n g  a t  t h e  i m p r o v e d  s o l u t i o n  a n d  c o m p u t i n g  t h e  

g r a d i e n t  a g a i n .  T h e  m e t h o d  t e r m i n a t e s  i f  a l i n e  s e a r c h  

d o e s  n o t  y i e l d  a n  i m p r o v e d  s o l u t i o n ,  i f  a g l o b a l  o p t i m a  

( f o r  c o n v e x  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s )  o r  a l o c a l  o p t i m a  ( f o r  

n o n - c o n v e x  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s )  i s  f o u n d ,  o r  i f  t h e  p r o c e -  

d u r e  g o e s  t h r o u g h  a p r e d e t e r m i n e d  n u m b e r  o f  i t e r a t i o n s .  

O n l y  s o l u t i o n s  w h i c h  a r e  f e a s i b l e  a r e  e x a m i n e d  d u r i n g  t h e  

l i n e  s e a r c h .  

T h e  c y c l i c  c o o r d i n a t e  s e a r c h  p r o c e d u r e  b e g i n s  w i t h  t h e  

s e l e c t i o n  o f  a f e a s i b l e  p o i n t .  L i n e  s e a r c h e s  a r e  c o n d u c t -  

e d ,  i n  t u r n ,  i n  b o t h  t h e  p o s i t i v e  a n d  n e g a t i v e  c o o r d i n a t e  
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d i r e c t i o n s  f o r  e a c h  o f  t h e  d e c i s i o n  v a r i a b l e s .  T h e  m e t h o d  

t e r m i n a t e s  when a l i n e  s e a r c h  i n  t h e  c o o r d i n a t e  d i r e c t i o n s  

f o r  e a c h  o f  t h e  d e c i s i o n  v a r i a b l e s  y i e l d s  n o  i m p r o v e m e n t  i n  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e .  T h e  d i s a d v a n t a g e  o f  t h i s  

m e t h o d  i s  t h a t  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  e v a l u a t e d  many 

t i m e s .  However ,  c o m p l e x  g r a d i e n t  c o m p u t a t i o n s  a r e  n e v e r  

d o n e .  

R e i l l y  e t  a l .  ( 1 9 1  d e s i g n e d  a n  e x t e n s i v e  c o m p u t e r  e x p e r -  

i m e n t  t o  a s s e s s  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  g r a d i e n t  a n d  c y c l i c  

c o o r d i n a t e  s e a r c h  a l g o r i t h m s  a s  s y n t h e s i s  tools. A s y n t h e -  

s i s  p r o b l e m  t h a t  c o n s i s t e d  of s e v e n  S o u t h  A m e r i c a n  c o u n -  

t r i e s  ( A r g e n t i n a ,  B o l i v i a ,  B r a z i l  C h i l e ,  P a r a g u a y ,  P e r u  

a n d  U r u g u a y )  w a s  u s e d .  E a c h  c o u n t r y  i s  t o  b e  s e r v e d  b y  o n e  

s a t e l l i t e .  E a c h  o f  t h e  s a t e l l i t e s  i s  a s s u m e d  t o  b e  c a p a b l e  

o f  t r a n s m i t t i n g  s i g n a l s  o v e r  a f a m i l y  o f  t h r e e  c h a n n e l s  

w i t h  a l t e r n a t i n g  p o l a r i z a t i o n .  D e c i s i o n  v a r i a b l e s  n e e d  

o n l y  b e  d e f i n e d  f o r  t h e  l o w e s t  f r e q u e n c y  a s s i g n e d  t o  e a c h  

s a t e l l i t e .  T h e  r e m a i n i n g  two  f r e q u e n c i e s  a r e  t h e n  t h e  n e x t  

two  h i g h e r  f r e q u e n c i e s .  A l l  s e v e n  s a t e l l i t e s  a r e  a s s u m e d  

t o  h a v e  t h e  same f e a s i b l e  a r c  a n d  f e a s i b l e  s p e c t r u m .  

S i n c e  t h e  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  g r a d i e n t  a n d  c y c l i c  c o o r d i -  

n a t e  s e a r c h  t e c h n i q u e s  c a n  b e  a f f e c t e d  by v a r i o u s  f a c t o r s ,  

a l i s t  o f  f a c t o r s  t h a t  c o u l d  p o s s i b l y  a f f e c t  p e r f o r m a n c e  

w a s  c o m p i l e d .  T h e  f a c t o r s  a n d  f a c t o r  l e v e l s  u s e d  a r e  
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l i s t e d  i n  T a b l e  1.  A 1 1 4 - f r a c t i o n a l  f a c t o r i a l  d e s i g n ,  

w h i c h  i n c l u d e d  6 4  r u n s ,  was c h o s e n  by R e i l l y  e t  a l .  [ l g ] .  

T h e  i m p o r t a n t  c o n c l u s i o n s  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t  a r e :  

( 1 )  T h i r t y - t w o  o f  t h e  34  b e s t  r e s u l t s  were o b t a i n e d  b y  

u s i n g  t h e  c y c l i c  c o o r d i n a t e  p r o c e d u r e .  T h e  a v e r a g e  

w o r s t  C / I  f o r  t h e  g r a d i e n t  r u n s  was 1 9 . 7 3 d B ,  a n d  f o r  

t h e  c y c l i c  c o o r d i n a t e  r u n s  t h e  a v e r a g e  was 4 1 . 1 0 d B .  

O n l y  t h r e e  o f  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  r u n s  r e s u l t e d  i n  a 

w o r s t  C / I  v a l u e  g r e a t e r  t h a n  t h e  a c c e p t a b i l i t y  t h r e s h -  

o l d  of 3 0 d B .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  a l l  c y c l i c  c o o r d i n a t e  

r u n s  s a t i s f i e d  t h i s  c r i t e r i o n  o f  a c c e p t a b i l i t y .  

( 2 )  A c y c l i c  c o o r d i n a t e  i t e r a t i o n  r e q u i r e s  a b o u t  5 . 6  t i m e s  

a s  m u c h  C P U  t i m e  a s  a g r a d i e n t  s e a r c h  i t e r a t i o n  

r e q u i r e s .  ( T h i s  c o n c l u s i o n  i s  v a l i d  f o r  t h e  m e t h o d s  a s  

t h e y  w e r e  i m p l e m e n t e d  b y  R e i l l y  e t .  a l .  [ 1 9 ] ) .  

( 3 )  B e t t e r  r e s u l t s  a r e  f o u n d  when a l o n g e r  f e a s i b l e  a r c  

s e g m e n t  ( 8 0 '  - 110' W) i s  u s e d .  

( 4 )  When t h e  s t a r t i n g  l o c a t i o n s  a r e  c e n t e r e d  i n  t h e  f e a s i -  

b l e  a r c ,  t h e  i n i t i a l  l o c a t i o n s  h a v e  l i t t l e  e f f e c t  o n  

t h e  a v e r a g e  o f  t h e  o b s e r v e d  w o r s t  C / I  r a t i o s .  H o w e v e r ,  

when  t h e  s a t e l l i t e s  a r e  l o c a t e d  n e a r  t h e  w e s t e r n  b o u n d -  

a r y  o f  t h e  f e a s i b l e  a r c ,  a b e t t e r  s o l u t i o n  i s  f o u n d  

when  t h e  s a t e l l i t e s  a r e  c o l l o c a t e d  t h a n  w h e n  t h e y  a r e  

s e p a r a t e d  by l o .  T h i s  i s  e s p e c i a l l y  t r u e  f o r  t h e  
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T a b l e  1 

FACTORS A N D  FACTOR LEVELS 

F a c t o r  L e v e l s  

L o w  (-1) H i g h  ( + 1 )  

B - L o c a t i o n  
S p a c i n g  

C - F r e q u e n c y  
S p a c i n g  

D - S t a r t i n g  
L o c a t i o n s  

E - S t a r t i n g  
F r e q u e n c y  

F - A r c  L e n g t h  

G - F r e q u e n c y  
Sp  e c t r u m  

G r a d i e n t  S e a r c h  

O 0  

0 Mhz 

C e n t e r e d  i n  
F e a s i b l e  A r c  

C e n t e r e d  i n  Ava-  
i l a b l e  S p e c t r u m  

g o o  - l l o o  w 

1 2 2 3 3 - 1 2 3 0 0  Mhz 

C y c l i c  C o o r d i n a t e  
S e a r c h  

( o r )  
Z o u t  e n d  i j  k '  s M e t h o d  . 

l o  

5 Mhz 

S p a c e d  F rom W e s t e r n -  
m o s t  F e a s i b l e  L O C .  

S p a c e d  F rom H i g h e s t  
A v a i l a b l e  S p e c t r u m  

80' - 110 '  W 

1 2 2 0 0  - 1 2 3 0 0  Mhz 

H - Run Time 5 CPU m i n u t e s  o r  1 0  C P U  m i n u t e s  o r  
1 0  i t e r a t i o n s  o r  30 i t e r a t i o n s  o r  
c y c  l e a  c y c l e s  

N o t e .  F o r  t h e  w o r k  c a r r i e d  o u t  p r e v i o u s l y  [ 1 9 ]  a l e v e l  o f  
+1 f o r  f a c t o r  A r e p r e s e n t e d  t h e  c y c l i c  c o o r d i n a t e  
s e a r c h  p r o c e d u r e .  F o r  t h e  p r e s e n t  w o r k  a l e v e l  o f  +1 
r e p r e s e n t s  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d .  
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g r a d i e n t  r u n s .  

( 5 )  T h e  p o o r  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  a l g o r i t h m  

c a n  b e  a t t r i b u t e d  t o  a " j a m m i n g "  e f f e c t  t h a t  i s  o f t e n  

o b s e r v e d  c l o s e  t o  a b o u n d a r y  o f  t h e  f e a s i b l e  r e g i o n .  

T h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  a s  f o l l o w s .  Some c o m p o n e n t s  o f  * 

t h e  g r a d i e n t  may i n d i c a t e  t h a t  m o v e s  n e a r  a b o u n d a r y  

l o o k  p r o m i s i n g .  T h e  r e s u l t  w i l l  b e  t h a t  t h e  l i n e  s e g -  

m e n t  s e a r c h e d  i n  t h e  n e g a t i v e  g r a d i e n t  d i r e c t i o n  may b e  

q u i t e  s h o r t ,  t h e r e b y  p r o h i b i t i n g  s u b s t a n t i a l  r e p o s i -  

t i o n i n g  o f  t h e  s a t e l l i t e s .  I n  e f f e c t ,  t h e  a l g o r i t h m  

b e c o m e s  " j ammed"  a g a i n s t  a b o u n d a r y .  

C O M P U T E R  E X P E R I M E N T S  W I T H  Z O U T E N D I J K ' S  M E T H O D  

T h e  d i s c u s s i o n  a b o v e  i n d i c a t e s  t h a t  a l t h o u g h  b e t t e r  s o l u -  

t i o n s  a r e  a v a i l a b l e ,  t h e  " j a m m i n g "  e f f e c t  c l o s e  t o  a b o u n d -  

a r y  c a n  r e s u l t  i n  p o o r  p e r f o r m a n c e  o f  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  

a l g o r i t h m .  I f  w e  c o u l d  a v o i d  b e i n g  t r a p p e d  a l o n g  a b o u n d -  

a r y ,  w e  c o u l d  p o s s i b l y  f i n d  b e t t e r  s o l u t i o n s  t h a n  t h o s e  

f o u n d  w i t h  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  w i t h  m u c h  s h o r t e r  s o l u t i o n  

t i m e s  t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  b y  t h e  m o r e  c o m p u t a t i o n a l l y  

d e m a n d i n g  c y c l i c  c o o r d i n a t e  s e a r c h  p r o c e d u r e .  An a l t e r n a t e  

m e t h o d  t o  t h e  g r a d i e n t  and c y c l i c  c o o r d i n a t e  s e a r c h e s ,  i n  

t e r m s  o f  " j a m m i n g "  a n d  s o l u t i o n  t i m e ,  r e s p e c t i v e l y ,  i s  

Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d .  
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Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d ,  o r  t h e  m e t h o d  o f  f e a s i b l e  d i r e c -  

t i o n s ,  i s  a n  a l g o r i t h m  w h i c h  c a n  p r e v e n t  " j a m m i n g "  [24]. 

T h e  m e t h o d  i n v o l v e s  s o l v i n g  a l i n e a r  p r o g r a m  t o  d e t e r m i n e  

t h e  m o s t  f a v o r a b l e  d i r e c t i o n  i n  w h i c h  t o  c o n d u c t  a l i n e  

s e a r c h .  T h e  d i r e c t i o n s  g e n e r a t e d  a r e  a c o m p r o m i s e  b e t w e e n  

l i n i n g  u p  w i t h  t h e  n e g a t i v e  g r a d i e n t ,  a s  t h e  g r a d i e n t  

s e a r c h  d o e s ,  a n d  a v o i d i n g  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  f e a s i b l e '  

r e g i o n .  F o r  c o n v e x  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s ,  t h i s  m e t h o d  w i l l  

c o n v e r g e  t o  a g l o b a l  o p t i m u m .  H o w e v e r ,  a s  m e n t i o n e d  e a r l i e r  

i n  t h i s  c h a p t e r ,  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i n  o u r  p r o b l e m  i s  

n o t  c o n v e x  a n d  w e  w o u l d  m o s t  l i k e l y  f i n d  a l o c a l ,  r a t h e r  

t h a n  a g l o b a l ,  o p t i m u m .  A t  e v e r y  i t e r a t i o n  o f  Z o u t e n d i j k ' s  

a l g o r i t h m  a l i n e a r  p r o g r a m  h a s  t o  b e  s o l v e d .  Due  t o  t h e  

s p e c i a l  n a t u r e  o f  o u r  p r o b l e m ,  t h i s  l i n e a r  p r o g r a m  i s  v e r y  

s p a r s e  ( T a b l e  2 )  a n d  r e a s o n a b l e  s o l u t i o n  t i m e s  t o  t h e  l i n -  

e a r  p r o g r a m  a r e  u s u a l l y  o b s e r v e d .  

G i v e n  a f e a s i b l e  s t a r t i n g  s o l u t i o n  x t o  t h e  n o n l i n e a r  
0 

o p t  i m  i z  a t i o n  p r o b  1 e m ,  

M i n i m i z e  2 f f ( x )  

s u b j e c t  t o ,  

t h e  d i r e c t i o n - f i n d i n g  l i n e a r  p r o g r a m  t o  b e  s o l v e d  i s ,  

( 3 . 4 )  

(3.5) 
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Table 2 

I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
1 
I' 
1 
1 
1 
I 
I 
1 
I 

C O N S T R A I N T  C O E F F I C I E N T  M A T R I X  O F  S U B P R O B L E M  IN ZOUTENDIJK'S 
M E T H O D  

-vx f +vx f -vx f +vx f .. .............. -v f +vx f + 1 

I 1  l 1  l 2  l 2  f 7  f 7  
X 

- 1  

+ 1  

0 

0 

0 

0 

0 

0 

+ 1  

- 1  

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

-1 

+1 

0 

0 

0 

0 

0 0 0 0 ........ 0 
0 0 0 0 ........ 0 

+ 1  0 0 0 ........ 0 

- 1  0 0 0 ........ 0 

0 -1  +1 0 ........ 0 

0 + I  -1 0 ........ 0 

0 0 0 -1  + 1  .... 0 

0 0 0 - 1  + 1  .... 0 

0 + 1  

0 +1 

0 + 1  

0 +1 

0 + 1  

0 +1 

0 +1 

0 +1 

. 
0 0 0 0 0 ...... -1 + 1  0 0 +1 

-1 0 0 + 1  0 0 0 0 0 ...... + 1  

0 0 0 0 0 ...... 0 0 -1 + 1  + 1  

0 0 0 0 0 ...... 0 0 +1 - 1  + 1  

+ 1  + 1  + 1  + 1  t 1  ...... + 1  + 1  + 1  +1 0 



M i n i m i z e  p 

s u b j e c t  t o ,  

' l y i l  - < 1  
i 

2 2  

( 3 . 6 )  

w h e r e  p i s  a s c a l a r ,  V f ( x  ) i s  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  o b j e c -  

t i v e  f u n c t i o n  a t  x i s  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  c o n s t r -  

a i n t s  a t  x g ( x o )  i s  t h e  v a l u e  of t h e  c o n s t r a i n t  f u n c t i o n s  
0 '  

( 3 . 5 )  a t  x u = ( l , l  , l .  ..., 1 1 ,  a n d  y = ( y l , y z ,  . . . . . , y  i s  t h e  
0 '  n 

d i r e c t i o n  v e c t o r .  We r e p l a c e  l y i l  w i t h  ( y i  + y i - ) ,  w h e r e  

a r e  r e s t r i c t e d  t o  n o n - n e g a t i v e  v a l u e s ,  t o  m a k e  y i  a n d  

c o n s t r a i n t  ( 3 . 9 )  l i n e a r  b e f o r e  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  i s  s o l v e d .  

0 

V g ( x o )  
0 '  

+ 
- + 

"i 

T h e  a l g o r i t h m  f o r  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d  i s  i n i t i a t e d  a t  a 

f e a s i b l e  p o i n t .  T h e  l i n e a r  p r o g r a m ,  g i v e n  by e q u a t i o n s  

( 3 . 6 )  - (3.91, i s  s o l v e d  t o  g i v e  u s  a n  o p t i m a l  d i r e c t i o n  y 

i n  w h i c h  t o  c o n d u c t  a l i n e  s e a r c h .  E v e r y  t i m e  a n  i m p r o v e d  

s o l u t i o n  i s  f o u n d ,  w e  s t a r t  f r o m  t h e  i m p r o v e d  s o l u t i o n  a n d  

s o l v e  a n o t h e r  l i n e a r  p r o g r a m .  We h a v e  i m p l e m e n t e d  t h e  

a l g o r i t h m  s o  t h a t  i t  t e r m i n a t e s  e i t h e r  when t h e  s o l u t i o n  t o  

t h e  l i n e a r  p r o g r a m  is z e r o ,  when 13 s e a r c h e s  of 1 0  p o i n t s  

e a c h  i n  t h e  y d i r e c t i o n  y i e l d  n o  i m p r o v e d  s o l u t i o n ,  o r  w h e n  

m i t e r a t i o n s  a r e  c o m p l e t e d .  T h e  maximum n u m b e r  o f  i t e r a -  

t i o n s ,  m , was s e t  a t  t e n  f o r  t h e  e x p e r i m e n t s  we p r e s e n t  

h e r e .  
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~ o r m a l l y  t h e  e n t i r e  a l g o r i t h m  c a n  b e  s t a t e d  as f o l l o w s ;  

S t e p  1 :  C h o o s e  a f e a s i b l e  s t a r t i n g  s o l u t i o n  x = ( x ,  , X f  ) .  
0 

0 0 

L e t  m = 0. 

* 
S t e p  2: I f  m m , go t o  S t e p  6 .  O t h e r w i s e ,  c o m p u t e  

S t e p  3:  S o l v e  t h e  d i r e c t i o n - f i n d i n g  l i n e a r  p r o g r a m .  I f  t h e  

s o l u t i o n  t o  t h i s  l i n e a r  p r o g r a m  i s  z e r o ,  g o  t o  

S t e p  6 .  O t h e r w i s e ,  l e t  n = 0 a n d  m = m + l .  

s t e p  4: L e t  n = n + 1. D e t e r m i n e  t h e  l e n g t h  d o f  t h e  l i n e  

s e g m e n t  from ( x  , x f  ) t o  t h e  n e a r e s t  b o u n d a r y  
l o  0 

, i n  t h e  y d i r e c t i o n .  E v a l u a t e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  

( 3 . 1 )  a t  t e n  e q u a l l y  s p a c e d  f e a s i b l e  p o i n t s  i n  t h e  

y d i r e c t i o n ,  

S e l e c t  t h e  m o s t  f a v o r a b l e  o f  t h e s e  t e n  p o i n t s ,  

) I f  f ( x l  , X f  < f ( x l  , x f  1 ,  s e t  ( x ,  , x f  ) = ( x ,  , x f  
* * * * 

0 0 0 0 
a n d  go t o  S t e p  2 .  O t h e r w i s e  g o  t o  S t e p  5 .  

S t e p  5 :  I f  n > 1 2 ,  go t o  S t e p  6 .  O t h e r w i s e  g o  t o  S t e p  4. 

S t e p  6 :  s t o p .  
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T h e  c o m p u t e r  c o d e  u s e d  f o r  t h e  g r a d i e n t  r u n s  i n  t h e  

e x p e r i m e n t s  c o n d u c t e d  b y  R e i l l y  e t  a l .  [ 1 9 ]  h a s  b e e n  

m o d i f i e d .  FSS  a n t e n n a  p a t t e r n s  h a v e  b e e n  u s e d  i n s t e a d  o f  

t h e  B S S  p a t t e r n s  u s e d  i n  1 1 9 1 .  A l l  c h a n n e l s  a r e  a s s u m e d  t o  

h a v e  t h e  same p o l a r i z a t i o n .  To  s o l v e  t h e  d i r e c t i o n - f i n d i n g  

l i n e a r  p r o g r a m  a t  e a c h  i t e r a t i o n ,  a l i n e a r  p r o g r a m m i n g  

p a c k a g e  c a l l e d  Z x 3 L P ,  a v a i l a b l e  t h r o u g h  t h e  IMSL L i b r a r y ,  

was l i n k e d  t o  t h i s  c o m p u t e r  c o d e .  F o r  a n  n - s a t e l l i t e  p r o b -  

l e m ,  t h e  l i n e a r  p r o g r a m  t o  b e  s o l v e d  h a s  2 n + l  v a r i a b l e s  a n d  

4 n + 2  c o n s t r a i n t s  - 4 n  c o n s t r a i n t s  r e s u l t i n g  f r o m  e q u a t i o n  

( 3 . 8 )  a b o v e  a n d  o n e  e a c h  f o r  e q u a t i o n s  ( 3 . 7 )  a n d  ( 3 . 9 ) .  T h e  

f i r s t  c o n s t r a i n t ,  r e s u l t i n g  f r o m  ( 3 . 7 )  h a s  c o e f f i c i e n t s  

e q u a l  t o  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  w i t h  

r e s p e c t  t o  e a c h  o f  t h e  d e c i s i o n  v a r i a b l e s .  T h e  v a l u e s  o f  

t h e s e  g r a d i e n t  c o m p o n e n t s  r a n g e  f r o m  t o  lo- ' .  T h e  

r e s t  o f  t h e  c o n s t r a i n t  c o e f f i c i e n t s  a r e  0 o r  1 .  As o n e  c a n  

s e e  f r o m  T a b l e  2 ,  t h e  c o n s t r a i n t  c o e f f i c i e n t  m a t r i x  o f  t h e  

l i n e a r  p r o g r a m  t o  b e  s o l v e d  i s  v e r y  s p a r s e .  Due t o  t h e  i l l -  

c o n d i t i o n e d  c o n s t r a i n t  c o e f f i c i e n t  m a t r i x ,  t h e  g r a d i e n t  

c o m p o n e n t  v a l u e s  a r e  s c a l e d  t o  a v o i d  a c c u r a c y  e r r o r s .  

A t o t a l  of  f o u r t e e n  r u n s ,  s e v e n  e a c h  w i t h  t h e  g r a d i e n t  

s e a r c h  a l g o r i t h m  a n d  Z o u t e n d i j k ' s  a l g o r i t h m ,  h a v e  b e e n  

m a d e .  T h e  same f a c t o r s  a n d  f a c t o r  l e v e l s  u s e d  i n  [ 1 9 ]  h a v e  

b e e n  u s e d  h e r e  a l s o .  T h e y  a r e  s h o w n  i n  T a b l e  1 .  F o r  t h e  

p r e s e n t  w o r k ,  a l e v e l  o f  +1 f o r  f a c t o r  A ( a l g o r i t h m )  



I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
8 
I 
I 
I 

2 5  

i n d i c a t e s  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d ,  a n d  a l e v e l  o f  -1 i n d i c a t e s  

t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  m e t h o d .  F a c t o r  H ( r u n  t i m e f i t e r a t i o n  

c o u n t )  was s e t  a t  t h e  low l e v e l  o f  -1 f o r  a l l  t h e  r u n s .  T h e  

r e s u l t s  o f  t h i s  e x p e r i m e n t  a r e  s u m m a r i z e d  i n  T a b l e  3 .  A 

s t o p  c o d e  o f  1 , 2 ,  o r  3 i n d i c a t e s  t h a t  t h e  maximum i t e r a t i o n  

c o u n t  was r e a c h e d ,  t h a t  t h e  a l l o t t e d  C P U  t i m e  h a d  e x p i r e d ,  

o r  t h a t  a l l  a t t e m p t s  t o  f i n d  a b e t t e r  s o l u t i o n  t h a n  t h e  

f i n a l  r e p o r t e d  s o l u t i o n  f a i l e d .  F i n a l l y ,  a s t o p  c o d e  o f  4 

i n d i c a t e s  t h a t  t h e  c u r r e n t  s o l u t i o n  i s  a t  a K u h n - T u c k e r  

p o i n t ,  a l o c a l  o p t i m a .  ( N o t e ,  h o w e v e r ,  t h a t  t h i s  d i d  n o t  

o c c u r ) .  

A l l  t h e  r u n s  s u m m a r i z e d  i n  T a b l e  3 were m a d e  o n  a n  I B M  

3081-D a t  T h e  O h i o  S t a t e  U n i v e r s i t y .  

I t  i s  s e e n  f r o m  T a b l e  3 t h a t  i n  e a c h  p a i r  o f  r u n s ,  e i t h e r  

Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d  p e r f o r m e d  b e t t e r  t h a n  t h e  g r a d i e n t  

s e a r c h  o r  i t  y i e l d e d  a n  a c c e p t a b l e  s o l u t i o n ,  w h e r e  a c c e p t a -  

b l e  m e a n s  a n y  s o l u t i o n  w i t h  a w o r s t  C / I  v a l u e  o f  a t  l e a s t  

3 0 d B .  O n l y  t w o  of t h e  g r a d i e n t  r u n s  a n d  t h r e e  o f  t h e  Z o u t -  

e n d i j k  r u n s  mee t  o u r  c r i t e r i o n  o f  a c c e p t a b i l i t y .  I n  a d d i -  

t i o n  t o  t h e s e ,  two  o t h e r  Z o u t e n d i j k  r u n s  ( l b  a n d  5 b )  came 

v e r y  c l o s e  t o  t h e  3 0 d B  a c c e p t a b i l i t y  t h r e s h o l d .  B o t h  o f  
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T a b l e  3 

S U M M A R Y  OF C O M P U T E R  R E S U L T S  -------____-________ 

W o r s t  I t e r . /  C P U  S t o p  
C / I  C y c l e s  T i m e  T y p e  

R u n A  B C D E F G H ( s e c )  

la -1 + 1  t 1  + 1  -1 + I  -1 -1 5 .59  6 264 3 

l b  + I  + 1  t 1  + 1  -1 + 1  -1 -1 2 9 . 0 3  10 7 7  1 

2 a  -1 + 1  +1 -1 + 1  + 1  -1 -1 28 .38  , 5 6 2  3 

2 b  +1 + 1  + 1  -1 + 1  + 1  -1 -1 3 6 . 0 5  1 0  64 1 

3 a  -1 +1 t 1  + 1  + 1  -1 + 1  - 1  5 .59  3 1 2 2  3 

3 b  + 1  + 1  + I  +1 + 1  -1 + 1  -1 2 4 . 3 9  , 7 8 5  3 

4 a  - 1  + 1  -1 -1 + 1  -1 -1 -1 8 . 6 2  2 76 3 

4 b  + 1  + 1  -1 - 1  +1 -1 -1 -1 17.21 3 8 8  3 

5 a  -1 + 1  -1 + 1  + 1  + 1  + 1  -1 5 . 4 3  8 300  2 

5b +1 + 1  -1 + 1  + 1  + 1  + I  -1 2 9 . 4 1  1 0  61  1 

6 a  -1 -1 t 1  -1 -1 + 1  + 1  -1 4 1 . 2 1  5 34  3 

6 b  + 1  - 1  + 1  -1 -1 + 1  + 1  -1 3 2 - 6 2  . 1 0  5 4  1 

7 a  -1 - 1  t 1  + 1  -1 -1 + 1  -1 4 7 . 9 7  1 0  32 , 1  

7 b  +1 -1 +1 + 1  -1 -1 + 1  -1 3 5 . 8 1  10 47 1 

I 
I 
I 
8 
II 
I 
1 
I 
I 
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t h e s e  r u n s  t e r m i n a t e d  b e c a u s e  t h e  maximum i t e r a t i o n  c o u n t  

w a s  e x c e e d e d .  I t  i s  p o s s i b l e  t h a t  a n o t h e r  i t e r a t i o n  w o u l d  

h a v e  i n c r e a s e d  t h e  w o r s t  C / I  v a l u e  t o  a n  a c c e p t a b l e  l e v e l .  

I t  is a l s o  o b s e r v e d  t h a t  w h e n e v e r  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  p e r -  

f o r m e d  p o o r l y ,  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d  f o u n d  much i m p r o v e d  

s o l u t i o n s .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  f o r  g r a d i e n t  r u n s  w h i c h  p r o -  

d u c e d  a c c e p t a b l e  s o l u t i o n s ,  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d  p r o d u c e d  

l e s s  a t t r a c t i v e ,  b u t  a c c e p t a b l e ,  s o l u t i o n s .  T h e  a v e r a g e  

C / I  v a l u e  f o r  t h e  g r a d i e n t  r u n s  i s  2 0 . 3 9 d B  w h i l e  f o r  t h e  

Z o u t e n d i j k  r u n s  i t  i s  2 9 . 2 2 d B .  

R u n s  m a d e  w i t h  Z o u t e n d i j k ' s  a l g o r i t h m  a l w a y s  r e s u l t e d  i n  

more  i t e r a t i o n s .  F i v e  o f  t h e  s e v e n  Z o u t e n d i j k  r u n s  t e r m i -  

n a t e d  b e c a u s e  t h e  maximum i t e r a t i o n  c o u n t  was e x c e e d e d .  

T h i s  i m p l i e s  t h a t  m o r e  i m p r o v e m e n t  may h a v e  b e e n  p o s s i b l e  

i n  t h e s e  r u n s .  O n l y  o n e  o f  t h e  g r a d i e n t  r u n s  t e r m i n a t e d  

d u e  t o  t h e  i t e r a t i o n  c o u n t .  No Z o u t e n d i j k  r u n  t e r m i n a t e d  

a t  a K u h n - T u c k e r  p o i n t ,  a g a i n  i m p l y i n g  t h a t  more  i m p r o v e -  

m e n t  was p o s s i b l e .  

A n o t h e r  s i g n i f i c a n t  o b s e r v a t i o n  t h a t  i s  m a d e  f r o m  t h e  

r e s u l t s  p r e s e n t e d  h e r e  c o n c e r n s  s o l u t i o n  t i m e s .  T h e  a v e r a g e  

r u n  t i m e  p e r  i t e r a t i o n  f o r  t h e  g r a d i e n t  r u n s  i s  2 6 . 0 8  s e c -  

o n d s  w h i l e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  v a l u e  f o r  t h e  Z o u t e n d i j k  r u n s  

i s  1 0 . 2 5  s e c o n d s .  T h e  t o t a l  a v e r a g e  t i m e  f o r  t h e  g r a d i e n t  

r u n s  i s  1 2 7  s e c o n d s ,  w h i l e  f o r  t h e  Z o u t e n d i j k  r u n s  i t  i s  6 8  
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s e c o n d s .  T h u s ,  o n  t h e  w h o l e ,  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d  a p p e a r s  t o  

w o r k  f a s t e r .  I t  c a n  b e  s e e n  f r o m  Run 5 t h a t  w h i l e  t h e  

g r a d i e n t  s e a r c h  r u n  h a d  t w o  i t e r a t i o n s  l e s s  t h a n  Z o u t e n -  

d i j k ' s  a l g o r i t h m ,  i t  t o o k  n e a r l y  f i v e  t i m e s  a s  much  t i m e .  

S u c h  a r e s u l t  c a n  b e  e x p l a i n e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e  g r a d i -  

e n t  s e a r c h  c a n  b e c o m e  j a m m e d  a g a i n s t  a b o u n d a r y  a n d  p e r f o r m  

f r u i t l e s s  l i n e  s e a r c h e s  o v e r  v e r y  s h o r t  l i n e  s e g m e n t s , ,  

t h e r e b y  e v a l u a t i n g  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  many t i m e s  f o r  

n a u g h t  . 
I t  i s  a l s o  o b s e r v e d  t h a t  i f  t h e  s a t e l l i t e s  a r e  s e p a r a t e d  

by  1' a n d  a r e  l o c a t e d  a t  t h e  w e s t e r n  b o u n d a r y ,  t h e n  t h e  

g r a d i e n t  s e a r c h  p e r f o r m s  p o o r l y .  T h i s  i s  p r e s u m a b l y  b e c a u s e  

t h e  e a s t e r n m o s t  s a t e l l i t e s  c a u s e  a b l o c k i n g  e f f e c t  o n  t h e  

o t h e r  s a t e l l i t e s .  F o r  t h e  same s c e n a r i o ,  Z o u t e n d i j k ' s  

m e t h o d ,  b e c a u s e  o f  t h e  n a t u r e  o f  t h e  a l g o r i t h m ,  d o e s  v e r y  

w e l l .  A n o t h e r  o b s e r v a t i o n ,  t h a t  i s  n o t  e v i d e n t  f r o m  t h e  

r e s u l t s  p r e s e n t e d  h e r e ,  i s  t h a t  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s  h a v e  a 

much g r e a t e r  e f f e c t  t h a n  f r e q u e n c i e s  i n  d e t e r m i n i n g  t h e  

m a g n i t u d e  o f  t h e  w o r s t  C / I  v a l u e s  [ 2 ] .  

To s u m m a r i z e  t h e  f i n d i n g s  f r o m  t h e  e x p e r i m e n t s  p r e s e n t e d  

h e r e  i t  can  b e  c o n c l u d e d  t h a t  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d  l o o k s  

v e r y  p r o m i s i n g .  I t  h a s  p e r f o r m e d  b e t t e r  t h a n  t h e  g r a d i e n t  

s e a r c h ,  b o t h  i n  t e r m s  o f  t h e  w o r s t  C / I  v a l u e s  a n d  i n  terms 

o f  s o l u t i o n  t imes .  H o w e v e r ,  n e i t h e r  m e t h o d  g u a r a n t e e s  a n  
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a c c e p t a b l e  s o l u t i o n .  To d o  f u l l  j u s t i c e  t o  t h e  c o m p a r i s o n  

o f  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  a n d  Z o u t e n d i j k  a l g o r i t h m s ,  a n  

e x t e n s i v e  e x p e r i m e n t ,  w i t h  s e v e r a l  t e s t  p r o b l e m s ,  w o u l d  

h a v e  t o  b e  c o n d u c t e d .  A l t e r n a t e  s o l u t i o n  t e c h n i q u e s ,  some 

of w h i c h  a r e  d e s c r i b e d  i n  t h e  n e x t  t w o  c h a p t e r s ,  a r e  a v a i l -  

a b l e .  T h e s e  m e t h o d s ,  u n l i k e  t h e  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  

s o l u t i o n  t e c h n i q u e s ,  g u a r a n t e e  t h a t  a n y  s o l u t i o n  f o u n d  i s  

a c c e p t a b l e .  



CHAPTER I V  

M I X E D  INTEGER PROGRAMMING FORMULATIONS FOR 

SATELLITE SYNTHESIS PROBLEMS 

INTRODUCTION --_-------_- 

In t h i s  c h a p t e r  w e  c o n s i d e r  m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  ( M I P )  

f o r m u l a t i o n s  o f  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s .  I t  is e v i -  

d e n t  f r o m  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r s  t h a t  t h e  

m a j o r  c r i t e r i o n  t o  b e  s a t i s f i e d  i n  t h e  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  

p r o b l e m  i s  t h a t  C J I  r a t i o s  m u s t  n o t  f a l l  b e l o w  a c e r t a i n  

t h r e s h o l d  v a l u e .  T h e  minimum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  c o n c e p t  

[ 2 2 ]  i s  a v a l u a b l e  t o o l  i n  e n s u r i n g  t h a t  w e  d o  n o t  e x c e e d  

p r e d e t e r m i n e d  a c c e p t a b l e  i n t e r f e r e n c e  l i m i t s ,  a n d  h a s  b e e n  

u s e d  i n  t h e  f o r m u l a t i o n s  d i s c u s s e d  b e l o w .  T h i s  minimum 

s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  c o n c e p t  c a n  b e  u s e d  i n  many s y n t h e s i s  

m o d e l s  w i t h  a v a r i e t y  o f  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s .  

In t h e  p r e s e n t  w o r k  n i n e  MIP m o d e l s  w i t h  d i f f e r e n t  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n s  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d .  T h e  r e s u l t s  o f  

c o m p u t e r  e x p e r i m e n t s  w i t h  t h e s e  m o d e l s  a n d  f i v e  g e o g r a p h i -  

c a l l y  c o m p a t i b l e  s c e n a r i o s  i s  p r e s e n t e d .  B o t h  p o i n t  a n d  

a r c  a l l o t m e n t s  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d .  T h e  p u r p o s e  o f  t h i s  

- 30 - 
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w o r k  i s  t o  e v a l u a t e  t h e  r e s u l t s  f r o m  o u r  d i f f e r e n t  m o d e l s  

i n  t e r m s  o f  r o b u s t n e s s  of  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  s o l u t i o n  

q u a l i t y .  We t r y  t o  i d e n t i f y  o b j e c t i v e s  w h i c h  a r e  " u n i v e r -  

s a l "  i n  t h e  s e n s e  t h a t  w h i l e  m e e t i n g  a p a r t i c u l a r  c r i t e r i o n  

t h e y  d o  w e l l  a g a i n s t  o t h e r  o b j e c t i v e s  a l s o .  We l o o k  a t  t h e  

n u m b e r  o f  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  f o u n d  w i t h  e a c h  m o d e l  d u r i n g  a 

c e r t a i n  p e r i o d  o f  e x e c u t i o n .  P e r c e n t a g e  i m p r o v e m e n t s  i n  

o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  a r e  a l s o  c o n s i d e r e d .  T h e  i n i t i a l  

o r d e r i n g ,  t h e  f i n a l  o r d e r i n g ,  a n d  t h e  c h a n g e  i n  t h e  o r d e r -  

i n g  o f  s a t e l l i t e s  f r o m  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  

f i n a l  s o l u t i o n  a r e  s t u d i e d .  

T h e  n i n e  d i f f e r e n t  f o r m u l a t i o n s  ( o b j e c t i v e s )  t h a t  h a v e  b e e n  

c o n s i d e r e d  a r e :  

1 .  M a x i m i z i n g  t h e  minimum o f  t h e  e x t r a  s e p a r a t i o n  b e y o n d  

A s i j  f o r  a n y  p a i r  of s a t e l l i t e s  i a n d  j .  T h i s  o b j e c t i v e  

w o u l d  t e n d  t o  m a x i m i z e  t h e  minimum C / I  r a t i o  a n d  i s  t h u s  

s i m i l a r  t o  t h e  o b j e c t i v e  u s e d  f o r  t h e  n o n l i n e a r  p r o g r a m -  

m i n g  f o r m u l a t i o n  d i s c u s s e d  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  

2 .  M a x i m i z i n g  t h e  minimum g a p  b e t w e e n  a d j a c e n t  s a t e l l i t e s .  

T h e  u s e  of t h i s  o b j e c t i v e  w o u l d  l e a v e  l a r g e  g a p s  b e t w e e n  

s a t e l l i t e s ,  f a c i l i t a t i n g  i n t r o d u c t i o n  o f  new s a t e l l i t e s  

b e t w e e n  e x i s t i n g  s a t e l l i t e s  a t  a f u t u r e  t i m e .  
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3 .  M i n i m i z i n g  t h e  t o t a l  d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  l o c a t i o n s  

f r o m  g i v e n  " d e s i r e d "  l o c a t i o n s ,  s u b j e c t  t o  f e a s i b l e  a r c  

r e s t r i c t i o n s .  T h e  u s e  o f  t h i s  o b j e c t i v e  c a n  e n a b l e  

a d m i n i s t r a t i o n s  t o  p l a c e  s a t e l l i t e s  c l o s e  t o  s o m e  p r e -  

d e t e r m i n e d  d e s i r e d  l o c a t i o n s .  I n  t h e  e x p e r i m e n t s  p r e -  

s e n t e d  h e r e ,  t h e  d e s i r e d  l o c a t i o n  u s e d  f o r  e a c h  s a t e l -  

l i t e  i s  t h e  c e n t e r  o f  i t s  v i s i b l e  a r c .  

4 .  M i n i m i z i n g  t h e  m a x i m u m  d e v i a t i o n  of a n  a l l o t t e d  l o c a t i o n  

f r o m  i t s  g i v e n  " d e s i r e d "  l o c a t i o n ,  s u b j e c t  t o  f e a s i b l e  

a r c  r e s t r i c t i o n s .  T h i s  m o d e l  a t t e m p t s  t o  do t h e  same a s  

m o d e l  3 e x c e p t  t h a t  w e  l o o k  a t  t h e  maximum d e v i a t i o n  

r a t h e r  t h a n  t h e  t o t a l  d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  l o c a t i o n s  

f r o m  d e s i r e d  l o c a t i o n s .  

5 .  M i n i m i z i n g  t h e  t o t a l  w e i g h t e d  d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  

l o c a t i o n s  f r o m  g i v e n  " d e s i r e d "  l o c a t i o n s .  T h i s  m o d e l  

f u l f i l l s  t h e  same o b j e c t i v e  a s  m o d e l s  3 a n d  4 a b o v e .  T h e  

w e i g h t  u s e d  f o r  e a c h  s a t e l l i t e  i s  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  

t o  t h e  l e n g t h  o f  t h e  s a t e l l i t e ' s  f e a s i b l e  a r c .  T h i s  

w e i g h t i n g  s c h e m e ,  by  g i v i n g  g r e a t e r  w e i g h t  t o  a d m i n i s -  

t r a t i o n s  w i t h  s m a l l e r  f e a s i b l e  a r c s ,  w o u l d  a t t e m p t  t o  

e n s u r e  a f e a s i b l e  s o l u t i o n .  

6 .  M i n i m i z i n g  t h e  maximum d e v i a t i o n  o f  a n  a l l o t t e d  l o c a t i o n  

from t h e  c l o s e s t  b o u n d a r y  o f  t h e  a s s o c i a t e d  s a t e l l i t e ' s  

f e a s i b l e  a r c .  The  s o l u t i o n  t o  a s y n t h e s i s  p r o b l e m  w i t h  
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t h i s  o b j e c t i v e  w o u l d  l e a v e  a l a r g e  g a p  i n  t h e  c e n t e r  o f  

t h e  a v a i l a b l e  a r c  e n a b l i n g  e a s y  i n s e r t i o n  o f  f u t u r e  s a t -  

e l l i t e s .  

7 .  M i n i m i z i n g  t h e  l e n g t h  o f  t h e  a r c  b e t w e e n  t h e  e a s t e r n m o s t  

a n d  w e s t e r n m o s t  a l l o t t e d  l o c a t i o n s .  T h i s  o b j e c t i v e  

a t t e m p t s  t o  p l a c e  s a t e l l i t e s  a s  c l o s e  t o g e t h e r  a s  p o s s i -  

b l e  a n d  t h e r e b y  t e n d s  t o  c o n s e r v e  t h e  g e o s t a t i o n a r y  

o r b i t .  

8 .  M a x i m i z i n g  t h e  minimum l e n g t h  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  

a n y  s a t e l l i t e .  T h i s  o b j e c t i v e  d i f f e r s  f r o m  o b j e c t i v e s  1 

t h r o u g h  7 i n  t h a t  i t  a l l o t s  a n  a r c  s e g m e n t  t o  e a c h  s a t -  

e l l i t e  r a t h e r  t h a n  a p o i n t .  T h i s  f o r m u l a t i o n  g i v e s  a n  

a d m i n i s t r a t i o n  t h e  f l e x i b i l t y  t o  p l a c e  t h e i r  s a t e l l i t e  

a n y w h e r e  i n  t h e  a l l o t t e d  a r c  s e g m e n t .  A r c s  a r e  p e r m i t -  

t e d  t o  o v e r l a p  i f  t h e  minimum r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a -  

t i o n  i s  z e r o .  T h i s  m o d e l  a l l o t s  e a c h  a d m i n i s t r a t i o n  t h e  

same l e n g t h  a r c  s e g m e n t .  

9 .  M a x i m i z i n g  t h e  m i n i m u m  l e n g t h  w e i g h t e d  a r c  s e g m e n t  

a l l o t t e d  t o  a n y  s a t e l l i t e .  T h i s  o b j e c t i v e  m i g h t  b e  m o r e  

p r a c t i c a l  t h a n  t h a t  i n  m o d e l  8 a b o v e  b e c a u s e  w e  c o u l d  

a l l o t  a r c s  t o  a d m i n i s t r a t i o n s  ( c o u n t r i e s )  s u c h  t h a t  t h e  

l e n g t h  o f  e a c h  a l l o t t e d  a r c  s e g m e n t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  

some  c r i t e r i o n  a n d  a l s o  g i v e  a d m i n i s t r a t i o n s  t h e  

f l e x i b i l i t y  t o  p l a c e  s a t e l l i t e s  a n y w h e r e  i n  t h e i r  
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a l l o t t e d  a r c  s e g m e n t s .  T h e  w e i g h t i n g  c r i t e r i o n  t o  b e  

u s e d  c o u l d  b e  a c o u n t r y ’ s  p o p u l a t i o n ,  t e l e p h o n e  t r a f f i c ,  

l a n d  a r e a ,  p o p u l a t i o n  d e n s i t y ,  e t c .  T h e  w e i g h t s  w e  u s e  

h e r e  a r e  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p o p u l a t i o n  o f  e a c h  c o u n t r y .  

F o r  t h e  s a k e  of b r e v i t y ,  o n l y  t h e  f o r m u l a t i o n  f o r  o b j e c t i v e  

1 i s  g i v e n  b e l o w .  F o r m u l a t i o n s  ( 2 )  t h r o u g h  ( 9 )  a n d  t h e  

n o t a t i o n  u s e d  i n  t h e m  i s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  A. T h e  n o t a t i o n  

t h a t  w e  u s e  f o r  f o r m u l a t i o n  ( m o d e l )  1 i s  g i v e n  b e l o w ;  

E . ( W . )  = e a s t e r n m o s t  ( w e s t e r n m o s t )  f e a s i b l e  l o c a t i o n ,  f o r  
3 3  s a t e l l i t e  j ,  i n  d e g r e e s  w e s t  l o n g i t u d e .  

E = minimum [ E . ]  o v e r  a l l  j ( a s s u m e d  t o  b e  z e r o ) .  
3 

w = maximum [ W . ]  o v e r  a l l  j .  
3 

AS = w o r s t - c a s e  minimum r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  
i j  b e t w e e n  s a t e l l i t e s  i a n d  j, i n  d e g r e e s  l o n g i t u d e .  

x = o r b i t a l  l o c a t i o n  o f  s a t e l l i t e  j ( d e g r e e s  w e s t  o f  E ) ,  
J i n  d e g r e e s  wes t  l o n g i t u d e .  

1 i f  s a t e l l i t e  i i s  l o c a t e d  w e s t  o f  s a t e l l i t e  j, 

i j  = {  0 o t h e r w i s e  
X 

f o r  a l l  
A s i j  

a = minimimum o f  t h e  e x t r a  s e p a r a t i o n  b e y o n d  
p a i r s  of s a t e l l i t e s  i a n d  j .  

I 
I 
I 
1 
1 
I 
I 
I 
1 
I 
1 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
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M o d e l  1 : M a x i m i z e  t h e  minimum o f  t h e  e x t r a  s e p a r a t i o n  b e y o n d  

a r e q u i r e d  minimum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n .  

Max i m i  z e  z = a  

s u b j e c t  t o ,  

( - x . + x . )  - [2(E-W)- A s i j ] x i j  - a 2 A s i j  1 3  

E < x .  < W j  
j -  J -  

X - 0 o r  1 i j  

> o  j -  

a 2 0  

(4.1) 

(4.2) V i ,  j 3 . i< j  

(4.3) v i ,  j 3 i< j  

(4.6) V j  

(4.7) 

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  (4.1) m a x i m i z e s '  t h e  minimum o f  t h e  

e x t r a  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t w o  s a t e l l i t e s  b e y o n d  t h e i r  

r e q u i r e d  minimum s e p a r a t i o n .  F o r  e a c h  p a i r  o f  s a t e l l i t e s  i 

a n d  j, e x a c t l y  o n e  o f  t h e  c o n s t r a i n t s  (4.2) a n d  (4.3) will 

b e  r e d u n d a n t .  The  b i n a r y  v a r i a b l e  x w h i c h  t a k e s  v a l u e  1 

o r  0, d e p e n d i n g  o n  w h e t h e r  s a t e l l i t e  i i s  l o c a t e d  t o  t h e  

w e s t  o f  s a t e l l i t e  j ,  d e t e r m i n e s  t h e  r e d u n d a n t  c o n s t r a i n t .  

i j  

I f  x = 1  t h e n  c o n s t r a i n t  (4.3) i s  r e d u n d a n t .  I f  x i j = o  t h e n  i j  
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c o n s t r a i n t  ( 4 . 2 )  i s  r e d u n d a n t .  T h e  n o n - r e d u n d a n t  c o n -  

s t r a i n t  t h e n  e n f o r c e s  t h e  r e q u i r e d  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  s a t -  

e l l i t e s  i and  j. C o n s t r a i n t s  ( 4 . 2 )  a n d  ( 4 . 3 )  a l s o  m e a s u r e  

t h e  minimum s e p a r a t i o n  b e y o n d  a r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a -  

t i o n ,  w h i c h  i s  d e n o t e d  b y  a .  C o n s t r a i n t s  ( 4 . 2 )  a n d  ( 4 . 3 )  

a r e  a n  e x a m p l e  o f  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  commonly  u s e d  i n  

m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  f o r m u l a t i o n s  t o  e n f o r c e  " e i t h e r -  

o r "  c o n d i t i o n s .  

C o n s t r a i n t s  o f  t y p e  ( 4 . 4 )  e n s u r e  t h a t  a l l  a l l o t t e d  s a t -  

e l l i t e  l o c a t i o n s  a r e  f e a s i b l e .  I n  t h e  M I P  c o d e  u s e d  t o  

s o l v e  t h i s  s y n t h e s i s  p r o b l e m ,  c o n s t r a i n t  ( 4 . 4 )  i s  e n f o r c e d  

a s  a s i m p l e  b o u n d  o n  t h e  v a r i a b l e  x T h e  i n t e g r a l i t y  o f  
j '  

t h e  b i n a r y  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  by ( 4 . 5 )  a n d  n o n -  

n e g a t i v i t y  r e q u i r e m e n t s  o f  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  i s  e n s u r e d  

by ( 4 . 6 )  a n d  (4.7)- 

F o r  a p r o b l e m  w i t h  m s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m ( m - 1 )  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  ( 4 . 2 )  a n d  ( 4 . 3 ) ,  m + l  

c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m(m-1) / 2  b i n a r y  v a r i a b l e s .  

T h e  f o r m u l a t i o n s  g i v e n  i n  A p p e n d i x  A a r e  v e r y  s i m i l a r  t o  

t h e  o n e  shown a b o v e .  E a c h  o f  t h e s e  f o r m u l a t i o n s  u s e s  t h e  

minimum r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n ,  A s i j .  H o w e v e r ,  i n  

s e v e r a l  o f  t h e  f o r m u l a t i o n s ,  a d d i t i o n a l  v a r i a b l e s  a r e  

i n t r o d u c e d .  
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F i v e  s c e n a r i o s  were u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  n i n e  MIP m o d e l s .  

T h e s e  s c e n a r i o s  a r e  l i s t e d  b e l o w .  T h e  c o u n t r i e s  a n d  s a t e l -  

l i t e s  w h i c h  make  u p  e a c h  s c e n a r i o  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  4. 

( 1 )  E .  E u r o p e  ( 1 2  s a t e l l i t e s / l 2  s e r v i c e  a r e a s ) .  

( 2 )  W. E u r o p e  ( 1 2  s a t e l l i t e s / l Z  s e r v i c e  a r e a s ) .  

(3) S. A m e r i c a  ( 1 3  s a t e l l i t e s / l 2  s e r v i c e  a r e a s ) .  

(4) N. A f r i c a  ( 1 0  s a t e l l i t e s / l O  s e r v i c e  a r e a s ) .  

(5) S . E .  A s i a  ( 1 0  s a t e l l i t e s / l O  s e r v i c e  a r e a s ) .  

T h e  r e s u l t s  of c o m p u t e r  e x p e r i m e n t s  w i t h  t h e s e  f i v e  s c e -  

n a r i o s  a n d  o u r  n i n e  m o d e l s  a r e  g i v e n  i n  A p p e n d i x  B. An I B M  

l i n e a r  p r o g r a m m i n g / m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p a c k a g e  c a l l e d  

MIP/370 h a s  b e e n  u s e d  f o r  a l l  t h e  r u n s .  T h e  r u n s  f o r  t h e s e  

e x p e r i m e n t s  were m a d e  o n  a n  I B M  4341 a t  T h e  O h i o  S t a t e  U n i -  

v e r s i t y .  T h e  maximum CPU t ime s p e c i f i e d  was 2 0  m i n u t e s  a n d  

maximum n o d e  s t o r a g e  was s e t  a t  5 0 0 0  n o d e s .  C o m p u t e r  r u n s  

were a u t o m a t i c a l l y  t e r m i n a t e d  i f  e i t h e r  o f  t h e s e  l i m i t s  was 

e x c e e d e d .  

To e v a l u a t e  t h e  u n i v e r s a l i t y ,  o r  r o b u s t n e s s ,  o f  e a c h  of 

t h e  m o d e l s ,  t h e  f i n a l  s o l u t i o n  f r o m  f o r m u l a t i o n s  1 t h r o u g h  
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EAST WEST 
EUROPE E U R O P E  

SOUTH N O R T H  
A M E R I C A  AFRICA 

S.E.  
ASIA 

---------_-- _--_______________-_-_________________________ 
1. F i n l a n d  I t a l y  B o l i v i a  L i b y a  T a i w a n  

2 .  B u l g a r i a  Norway B r a z i l  N i g e r i a  C a m b o d i a  

3 .  Roman ia  Denmark  C h i l e  M a l i  M a l a y s i a  

4 .  Greece  B e l g i u m  C o l o m b i a  M o r o c c o  V i e t n a m  

5 .  A l b a n i a  F r a n c e  G u y a n a  S u d a n  C h i n a  

6 .  P o l a n d  S w i t z e r l a n d  P e r u  EgY P t  Burma 

7 .  H u n g a r y  N e t h e r l a n d  P a r a g u a y  Chad  T h a i  l a n d  

8.  S w e d e n  S p a i n  E q u a d o r  T u n i s i a  L a o s  

9 .  A u s t r i a  I r e l a n d  V e n e z u a l a  A l g e r i a  I n d o n e  s i a 

* 

1 0 .  E .  Germany W. Germany  A r g e n t i n a  M a u r i t i u s  P h i l i p p -  
i n e s  

11. Y u g o s l a v i a  P o r t u g a l  U r u g u a y  

1 2 .  C z e c h o z -  U n i t e d  S u r  i n a m /  
l a v a k i a  K i n g d o m  F.  G u y a n a  

* - 2 S a t e l l i t e s .  
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7 w a s  e v a l u a t e d  i n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  e a c h  o f  t h e  

o t h e r  s i x  m o d e l s  f o r  e a c h  s c e n a r i o .  T h e  r e s u l t s  o f  t h i s  

a n a l y s i s  c a n  b e  f o u n d  i n  A p p e n d i x  C;. T h e  i n i t i a l  o r d e r i n g ,  

t h e  f i n a l  o r d e r i n g ,  a n d  t h e  c h a n g e  i n  t h e  o r d e r i n g  o f  s a t -  

e l l i t e s  f r o m  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  f i n a l  s o l u -  

t i o n  w a s  a l s o  i n v e s t i g a t e d .  O u r  f i n d i n g s  a r e  g i v e n  i n  

A p p e n d i x  D. 

T a b l e  5 g i v e s  t h e  a v e r a g e  n u m b e r  o f  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  

f o u n d  w i t h  e a c h  o f  t h e  m o d e l s  f o r  t h e  f i v e  s c e n a r i o s .  T h e  

a v e r a g e  p e r c e n t a g e  i m p r o v e m e n t  a n d  t h e  a v e r a g e  p e r c e n t a g e  

i m p r o v e m e n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  f o r  e a c h  o f  t h e  m o d e l s  i s  

a l s o  g i v e n  i n  T a b l e  5 .  

From t h e  r e s u l t s  g i v e n  i n  A p p e n d i c e s  B , C  a n d  D ,  a n d  i n  

T a b l e  5 ,  w e  make  t h e  o b s e r v a t i o n s  d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  

s e c t  i o n .  

As m e n t i o n e d  e a r l i e r  i n  t h i s  c h a p t e r ,  w e  h a v e  c o n s i d e r e d  

b o t h  p o i n t  a l l o t m e n t  m o d e l s  ( m o d e l s  1 t h r o u g h  7 )  a n d  a r c  

a l l o t m e n t  m o d e l s  ( m o d e l s  8 a n d  9 ) .  We w i l l  a n a l y z e  t h e  

r e s u l t s  o f  c o m p u t e r  r u n s  of t h e  p o i n t  a l l o t m e n t  m o d e l s  s e p -  

a r a t e l y  f r o m  t h e  r e s u l t s  f o r  t h e  a r c  a l l o t m e n t  m o d e l s .  
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On a n  e x a m i n a t i o n  o f  t h e  r e s u l t s  g i v e n  i n  t h e  a p p e n d i c e s  

a n d  f r o m  t h e  d i s c u s s i o n  b e l o w  i t  w i l l  b e c o m e  c l e a r  t h a t  

m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 a r e  r o b u s t .  F u r t h e r m o r e ,  s o l u t i o n  t i m e s  

f o r  t h e s e  m o d e l s  a r e  l e s s  t h a n  t h o s e  f o r  t h e  o t h e r  p o i n t  

a l l o t m e n t  m o d e l s .  H e n c e ,  i n  a d d i t i o n  t o  o v e r a l l  r e s u l t s ,  

w e  w i l l  a l s o  g i v e  r e s u l t s  p e r t a i n i n g  t o  t h e s e  t h r e e  m o d e l s .  

T h e  t a b l e s  i n  A p p e n d i x  B g i v e  u s  t h e  t i m e s  t o  t h e  f i r s t  

f e a s i b l e  s o l u t i o n  a n d  t h e  f i n a l  f e a s i b l e  s o l u t i o n  f o r  e a c h  

o f  t h e  b r a n c h - a n d - b o u n d  r u n s .  We s e e  t h a t  for a l l  our mod- 

e l s  a n d  f o r  e a c h  o f  t h e  s c e n a r i o s  c o n s i d e r e d ,  t h e  f i r s t  

f e a s i b l e  s o l u t i o n  was f o u n d  v e r y  f a s t .  For a l l  t h e  p o i n t  

a l l o t m e n t  m o d e l s ,  t h e  a v e r a g e  t i m e  t o  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  

s o l u t i o n  was 1 1 . 9  s e c o n d s .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  t h e  t i m e  t o  

t h e  f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  f o r  m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 was o n l y  

5 . 5  s e c o n d s ,  

A s  m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e  maximum C P U  t i m e  s p e c i f i e d  for 

a l l  t h e  r u n s  was 1 2 0 0  s e c o n d s .  H o w e v e r ,  w e  f i n d  l i t t l e  or 

n o  i m p r o v e m e n t  i n  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  d u r i n g  t h e  

l a s t  f e w  m i n u t e s  o f  e x e c u t i o n ,  e v e n  t h o u g h  o p t i m a l  s o l u -  

t i o n s  were f o u n d  for b u t  a f e w  o f  t h e  r u n s .  T h e  a v e r a g e  

t i m e  t o  t h e  b e s t  s o l u t i o n  f o r  a l l  p o i n t  a l l o t m e n t  m o d e l s  

was 3 8 5  s e c o n d s .  On c o m p u t i n g  t h e  same q u a n t i t y  f o r  m o d e l s  

3 , 4 ,  a n d  5 w e  g e t  a v a l u e  o f  1 6 5  s e c o n d s .  An o p t i m a l  
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s o l u t i o n  was f o u n d  a n d  p r o v e d  f o r  m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 i n  

t h r e e  o f  t h e  f i v e  s c e n a r i o s .  A p r o v e n  o p t i m a l  s o l u t i o n  was 

f o u n d  f o r  m o d e l  6 i n  o n e  s c e n a r i o .  A l l  o t h e r  p o i n t  a l l o t -  

m e n t  r u n s  t e r m i n a t e d  a t  t h e  maximum a l l o t t e d  C P U  t i m e .  

T a b l e  5 g i v e s  us t h e  a v e r a g e  n u m b e r  o f  f e a s i b l e  s o l u -  

t i o n s  f o u n d  f o r  e a c h  o f  o u r  m o d e l s .  I t  i s  s e e n  t h a t  m o d e l  

2 f o u n d  a n  u n u s u a l l y  l a r g e  n u m b e r  o f  f e a s i b l e  s o l u t i o n s .  

T h i s  c a n  b e  e x p l a i n e d  a s  f o l l o w s .  R e c a l l  t h a t  m o d e l  2 max- 

i m i z e s  t h e  minimum g a p  b e t w e e n  a d j a c e n t  s a t e l l i t e s .  O n c e  

t h e  e n t i r e  a r c  i s  o c c u p i e d ,  t h e  g a p  b e t w e e n  e a c h  p a i r  o f  

a d j a c e n t  s a t e l l i t e s  i s  t h e  same.  I n  e a c h  o f  o u r  r u n s ,  t h i s  

g a p  was l a r g e r  t h a n  t h e  l a r g e s t  r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a -  

t i o n  v a l u e .  H e n c e ,  a l t e r n a t e  s o l u t i o n s  t o  t h e  m o d e l  a r e  

f o u n d  by  s w i t c h i n g  s a t e l l i t e s  f r o m  o n e  p o s i t i o n  t o  a n o t h e r .  

T h e  r e l a t i v e  l o c a t i o n s  and h e n c e  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  

v a l u e s  r e m a i n  t h e  same f o r  s u c h  s o l u t i o n s .  E a c h  t i m e  a 

s a t e l l i t e  i s  s w i t c h e d  w e  f i n d  a d i f f e r e n t  f e a s i b l e  s o l u -  

t i o n .  S i n c e  s u c h  s w i t c h e s  o c c u r  many t i m e s  w e  f i n d  many  

d i f f e r e n t  f e a s i b l e  s o  l u t  i o n s .  

We a l s o  s e e  f r o m  T a b l e  5 t h a t  m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 f i n d  a 

r e l a t i v e l y  s m a l l  n u m b e r  of  f e a s i b l e  s o l u t i o n s .  T h i s  i s  

b e c a u s e  some  o f  t h e  r u n s  t e r m i n a t e d  w h e n  a n  o p t i m a l  s o l u -  

t i o n  was  f o u n d ,  b e f o r e  t h e  maximum C P U  t i m e  e x p i r e d .  T h e  

n u m b e r s  o f  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  f o u n d  i n  2 0  m i n u t e s  o f  C P U  

t i m e  f o r  m o d e l s  1 ,  6 a n d  7 ,  a r e  n e a r l y  t h e  s a m e .  
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T a b l e  5 

A V E R A G E  N U M B E R  O F  FEASIBLE SOLUTIONS A N D  P E R C E N T A G E  

A V G .  N O .  OF % I M P R O V E M E N T  % I M P R O V E M E N T  
FEASIBLE PER C P U  M I N U T E  
SOLUTIONS 

M o d e l  2 68.0 31.48 15.84 

M o d e l  3 6.4 20.20 18.70 

M o d e l  4 3.6 11.35 29.69 

M o d e l  5 6.4 

M o d e l  6 10-4 

25.41 

82.38 

53.59 

35.16 

M o d e l  7 11.8 21.32 1.93 

M o d e l  8 10.0 38.64 10-88 

N O T E .  A l l  t h e  a b o v e  r u n s  w e r e  g i v e n  a maximum C P U  t i m e  o f  
2 0  m i n u t e s .  Some o f  t h e  r u n s  r e a c h e d  o p t i m a l i t y  
b e f o r e  t h e  maximum t i m e  e x p i r e d .  
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T a b l e  5 a l s o  g i v e s  t h e  p e r c e n t a g e  i m p r o v e m e n t  i n  s o l u -  

t i o n  v a l u e  f r o m  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  b e s t  

s o l u t i o n ,  a n d  t h e  p e r c e n t a g e  i m p r o v e m e n t  w i t h  r e s p e c t  t o  

t h e  t i m e  t o  f i n d  t h e  b e s t  s o l u t i o n .  A s i g n i f i c a n t  p o i n t  

e m e r g i n g  f r o m  t h i s  a n a l y s i s  c o n c e r n s  m o d e l s  3 a n d  5 .  

R e c a l l  t h a t  m o d e l  3 m i n i m i z e s  t h e  t o t a l  d e v i a t i o n  f r o m  

d e s i r e d  l o c a t i o n s .  I n  m o d e l  5 a l s o  w e  m i n i m i z e  t h e  sum, o f  

d e v i a t i o n s  b u t  w i t h  a w e i g h t e d  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  w i t h -  

o u t  e n f o r c i n g  t h e  v i s i b ' l e  a r c  r e s t r i c t i o n s .  From T a b l e  5 

w e  s ee  t h a t  m o d e l  5 c o n v e r g e s  t o  i t s  f i n a l  s o l u t i o n  f a s t e r  

t h a n  m o d e l  3 .  . A p p e n d i x  C, i n  w h i c h  w e  c o m p a r e  t h e  s o l u t i o n  

f o r  e a c h  m o d e l  a g a i n s t  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  o f  t h e  

o t h e r  m o d e l s ,  s h o w s  u s  t h a t  t h e  s o l u t i o n  f o r  b o t h  o f  t h e s e  

m o d e l s  i s  s i m i l a r .  We t h u s  c o n c l u d e  t h a t  i t  m i g h t  b e  

a d v a n t a g e o u s  t o  u s e  m o d e l  5 i n s t e a d  o f  m o d e l  3 .  H o w e v e r ,  

w e  m u s t  n o t e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  f r o m  m o d e l  5 m i g h t  n o t  b e  

f e a s i b l e ,  i n  w h i c h  c a s e  we w o u l d  h a v e  t o  u s e  m o d e l  3 .  

We s e e  f r o m  T a b l e  5 t h a t  m o d e l s  1 a n d  6 s h o w  a s i g n i f i -  

c a n t  i m p r o v e m e n t  i n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  f r o m  t h e  f i r s t  

f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  b e s t  s o l u t i o n  f o u n d .  M o d e l  4 s h o w s  

t h e  l e a s t  p e r c e n t a g e  i m p r o v e m e n t  f r o m  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  

s o l u t i o n  t o  t h e  b e s t  s o l u t i o n .  We a l s o  n o t e  f r o m  T a b l e  5 

t h a t  m o d e l  5 h a s  t h e  f a s t e s t  c o n v e r g e n c e  t o  t h e  f i n a l  s o l u -  

t i o n ,  w h i l e  m o d e l  7 c o n v e r g e s  v e r y  s l o w l y  t o  i t s  f i n a l  

s o l u t i o n .  
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The  s o l u t i o n s  f r o m  m o d e l s  1 t h r o u g h  7 were e v a l u a t e d  i n  

t h e  o t h e r  s i x  m o d e l s  by  c a l c u l a t i n g  t h e i r  " w o u l d - b e "  o b j e c -  

t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s .  T h e s e  s o l u t i o n  v a l u e s  a r e  r e p o r t e d  

i n  A p p e n d i x  C. T h e  f o l l o w i n g  o b s e r v a t i o n s  h a v e  b e e n  m a d e :  

( 1 )  T h e  b e s t  s o l u t i o n  t o  m o d e l  1 g a v e  a n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n '  

v a l u e  c l o s e  t o  t h a t  o f  t h e  b e s t  s o l u t i o n  t o  m o d e l  2 ,  

a n d  v i c e  v e r s a .  

( 2 )  A l s o ,  t h e  b e s t  s o l u t i o n  t o  m o d e l  3 g a v e  a n  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  v a l u e  c l o s e  t o  t h a t  o f  t h e  b e s t  s o l u t i o n  t o  

m o d e l  5 ,  a n d  v i c e  v e r s a .  

( 3 )  T h e  s o l u t i o n s  t o  m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 g a v e  g o o d  v a l u e s  f o r  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  m o d e l  7 ,  b u t  t h e  r e v e r s e  was 

n o t  t r u e .  R e c a l l  t h a t  i n  o u r  c a s e  t h e  d e s i r e d  l o c a t i o n s  

a r e  a s s u m e d  t o  b e  t h e  c e n t e r  o f  t h e  f e a s i b l e  a r c s .  By  

m i n i m i z i n g  d e v i a t i o n s  o f  p r e s c r i b e d  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s  

f r o m  d e s i r e d  l o c a t i o n s ,  w e  a l s o  c o n s e r v e  t h e  g e o s t a -  

t i o n a r y  o r b i t ,  b u t  n o t  v i c e  v e r s a .  

I n  m o d e l s  8 a n d  9 w e  a l l o t  a r c  s e g m e n t s  t o  s a t e l l i t e s .  I n  

m o d e l  8 t h e  l e n g t h  o f  t h e  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  e v e r y  

s a t e l l i t e  ( a d m i n i s t r a t i o n )  i s  t h e  same.  I n  m o d e l  9 t h e  t h e  

l e n g t h  o f  t h e  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  e v e r y  a d m i n i s t r a t i o n  

i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  p o p u l a t i o n  o f  t h e  a d m i n i s t r a t i o n .  

- -  
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From ~ p p e n d i x  B w e  s ee  t h a t  t h e  o v e r a l l  a v e r a g e  t i m e  t o  t h e  

f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  for m o d e l  8 i s  1 1 . 0  s e c o n d s  w h i l e  

f o r  m o d e l  9 i t  i s  7 . 5  s e c o n d s .  T h e  o v e r a l l  a v e r a g e  t i m e  t o  

t h e  b e s t  s o l u t i o n  f o u n d  i s  5 5 7  s e c o n d s  f o r  m o d e l  8 a n d  333  

s e c o n d s  f o r  m o d e l  9 .  

A p r o v e n  o p t i m a l  s o l u t i o n  was f o u n d  f o r  m o d e l  8 i n  o n e  

s c e n a r i o  a n d  f o r  m o d e l  9 i n  t w o  s c e n a r i o s .  From T a b l e  5 w e  

s ee  t h a t  t h e  a v e r a g e  number  o f  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  f o u n d  f o r  

m o d e l s  8 a n d  9 i s  t e n  a n d  e i g h t ,  r e s p e c t i v e l y .  

From T a b l e  5 w e  a l s o  n o t e  t h a t  m o d e l  8 s h o w s  a g r e a t e r  

p e r c e n t a g e  i m p r o v e m e n t  i n  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e  f r o m  t h e  

f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  t h e  f i n a l  s o l u t i o n  t h a n  m o d e l  9 .  

H o w e v e r ,  t h e  r a t e  o f  c o n v e r g e n c e  f o r  m o d e l s  8 a n d  9 i s  

n e a r l y  t h e  same.  

A p p e n d i x  D g i v e s  t h e  o r d e r i n g  o f  s a t e l l i t e s  f o r  e a c h  m o d e l  

a n d  e a c h  s c e n a r i o .  I n  t h i s  A p p e n d i x ,  ( F )  r e f e r s  t o  t h e  

o r d e r i n g  a t  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  a n d  ( B )  i s  t h e  

o r d e r i n g  o f  s a t e l l i t e s  a t  t h e  b e s t  s o l u t i o n  f o u n d .  F o r  t h e  

a r c  a l l o t m e n t  m o d e l s  w e  u s e  t h e  c e n t e r  o f  t h e  a l l o t t e d  a r c  

t o  d e t e r m i n e  t h e  o r d e r  of s a t e l l i t e  a l l o t m e n t s .  F o r  a l l  

t h e  p o i n t  a n d  a r c  a l l o t m e n t  m o d e l s  c o n s i d e r e d  w e  s e e  a s i g -  

n i f i c a n t  c h a n g e  i n  t h e  o r d e r i n g s  f r o m  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  
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s o l u t i o n  t o  t h e  b e s t  s o l u t i o n .  I t  i s  a l s o  s e e n  t h a t ,  f o r  

t h e  f i n a l  s o l u t i o n  f o u n d ,  t h e r e  i s  some  s i m i l a r i t y  i n  t h e  

o r d e r i n g  a t  t h e  b o u n d a r i e s .  For e x a m p l e ,  f r o m  T a b l e  2 1  w e  

s e e  t h a t  s a t e l l i t e s  4, 5 ,  a n d  1 1  a r e  f o u n d  c l o s e  t o  or a t  

t h e  b o u n d a r i e s  o f  t h e  a r c  o c c u p i e d  by t h e  e a s t e r n  E u r o p e a n  

s a t e l l i t e s .  From T a b l e  24 w e  s e e  t h a t  s a t e l l i t e s  5 , 6 ,  a n d  

7 a r e  l o c a t e d  c l o s e  t o  t h e  b o u n d a r y  o f  t h e  a r c  o c c u p i e d  by  

t h e  A f r i c a n  s a t e l l i t e s .  S i m i l a r  r e s u l t s  a r e  f o u n d  f o r  o t h -  

e r  s c e n a r i o s .  S a t e l l i t e s  w h i c h  s h o w  t h i s  k i n d  o f  s i m i l a r i -  

t y  a t  t h e  b o u n d a r i e s  u s u a l l y  h a v e  f e a s i b l e  a r c s  w h o s e  e a s t -  

e r n  a n d / o r  w e s t e r n  e d g e s  e x t e n d  b e y o n d  t h o s e  f o r  o t h e r  

s a t e l l i t e s .  S u c h  o b s e r v a t i o n s  may b e  u s e f u l  i n  d e v e l o p i n g  

h e u r i s t i c  t e c h n i q u e s  w h i c h  r e d u c e  t h e  n u m b e r  o f  b i n a r y  

v a r i a b l e s .  S a t e l l i t e s  w i t h  f e a s i b l e  a r c s  e x t e n d i n g  b e y o n d  

t h e  e a s t e r n  o r  w e s t e r n  e d g e s  o f  t h e  a r c s  o f  o t h e r  s a t e l -  

l i t e s  c o u l d  be  f i x e d  i n  p o s i t i o n .  As a n  e x a m p l e ,  f o r  a 

1 3 - s a t e l l i t e  p r o b l e m ,  i f  w e  c o u l d  f i x  f o u r  s a t e l l i t e s  i n  

p o s i t i o n s  a t  e i t h e r  e n d  o f  t h e  o r d e r i n g ,  w e  w o u l d  r e d u c e  

t h e  n u m b e r  o f  b i n a r y  v a r i a b l e s  f r o m  7 8  t o  3 6 .  T h i s  s i g n i f i -  

c a n t  r e d u c t i o n  i n  t h e  n u m b e r  o f  b i n a r y  v a r i a b l e s  r e d u c e s  

t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  p r o b l e m  c o n s i d e r a b l y .  

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

U 
I 
I 
8 
1 
I 
1 



C H A P T E R  V 

A P P L Y I N G  A H E U R I S T I C  A L G O R I T H M  F O R  S A T E L L I T E  

S Y N T H E S I S  

T h e  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m  c a n  be c o n s i d e r e d  t o  , b e  

c o m p r i s e d  o f  e s s e n t i a l l y  two p r o b l e m s  - a s a t e l l i t e  o r d e r -  

ing p r o b l e m  a n d  a s a t e l l i t e  l o c a t i o n  p r o b l e m  ( M o u n t -  

C a m p b e l l  e t  a l .  [ 1 5 ] ) .  F o r  a g i v e n  o r d e r i n g  o f  s a t e l l i t e s ,  

t h e  s y n t h e s i s  p r o b l e m  r e d u c e s  t o  a l i n e a r  p r o g r a m .  T h i s  

l i n e a r  p r o g r a m  c a n  b e  s o l v e d  t o  f i n d  t h e  o p t i m a l  l o c a t i o n s  

o f  s a t e l l i t e s  s u b j e c t  t o  t e q u i r e d  min imum s a t e l l i t e  s e p a r a -  

t i o n  a n d  f e a s i b i l e  a r c  c o n s t r a i n t s .  T h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  

a n  o p t i m a l ,  o r  e v e n  g o o d ,  o r d e r i n g  i s  s t i l l  d i f f i c u l t .  

G o n s a l v e z  [ 7 ]  h a s  d e v e l o p e d  a h e u r i s t i c  a l g o r i t h m  t h a t  

u s e s  t h i s  n o t i o n  t o  f i n d  s o l u t i o n s  t o  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  

p r o b l e m s .  I n  t h e  c u r r e n t  i m p l e m e n t a t i o n  o f  t h i s  a l g o r i t h m ,  

w e  h a v e  t h e  o p t i o n  t o  m i n i m i z e  e i t h e r  t h e  sum o f  d e v i a t i o n s  

o f  a l l o t t e d  l o c a t i o n s  f r o m  d e s i r e d  l o c a t i o n s  o r  t h e  maximum 

d e v i a t i o n  o f  a n  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

d e s i r e d  l o c a t i o n  [ 7 ] .  

- 47 - 
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T h e  h e u r i s t i c  a l g o r i t h m  i s  i n i t i a t e d  w i t h  t h e  s p e c i f i c a -  

t i o n  o f  a n  i n i t i a l  o r d e r i n g  o f  s a t e l l i t e s .  G i v e n  t h i s  

o r d e r i n g  w e  s o l v e  a l i n e a r  p r o g r a m  t o  f i n d  o p t i m a l  s a t e l -  

l i t e  l o c a t i o n s .  N e x t ,  w e  g e n e r a t e  a n o t h e r  o r d e r i n g  by  p e r -  

m u t i n g  ( " s w i t c h i n g " )  t h e  o r d e r  o f  s a t e l l i t e s  w i t h i n  a g r o u p  

o f  k a d j a c e n t  s a t e l l i t e s .  F o r  e v e r y  p r o m i s i n g  s w i t c h ,  t h e  

l i n e a r  p r o g r a m m i n g  s o l u t i o n  i s  r e o p t i m i z e d  u s i n g  t h e  p r i n - .  

c i p l e s  o f  s e n s i t i v i t y  a n a l y s i s .  I f  a p r o p o s e d  s w i t c h  d o e s  

n o t  y i e l d  an i m p r o v e d  s ' o l u t i o n ,  t h e  s w i t c h  i s  r e v e r s e d .  I f  

a n  i m p r o v e d  s o l u t i o n  i s  f o u n d ,  t h a t  s o l u t i o n  b e c o m e s  t h e  

i n c u m b e n t  and  w e  l o o k  f o r  o t h e r  p r o m i s i n g  s w i t c h e s  s t a r t i n g  

f r o m  t h i s  i m p r o v e d  s o l u t i o n .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  r e p e a t e d  

t i l l  a l l  o r d e r i n g s  t h a t  c a n  b e  o b t a i n e d  by  p e r m u t i n g  k 

a d j a c e n t  s a t e l l i t e s  a t  a t i m e  h a v e  b e e n  c o n s i d e r e d .  When 

n o  p r o m i s i n g  p e r m u t a t i o n s  a r e  i d e n t i f i e d ,  k i s  i n c r e m e n t e d  

by  1 ( t o  a maximum o f  5 ) ,  o r  t h e  a l g o r i t h m  i s  t e r m i n a t e d .  

To g u a r a n t e e  o p t i m a l i t y  o f  t h e  s o l u t i o n  f o u n d  w i t h  t h e  

1 " s w i t c h i n g "  h e u r i s t i c ,  o n e  w o u l d  h a v e  t o  e x a m i n e  a l l  n .  

o r d e r i n g s ,  w h e r e  n i s  t h e  n u m b e r  o f  s a t e l l i t e s .  T h i s  i s  

n o t  p r a c t i c a l  f o r  l a r g e  p r o b l e m s .  S i n c e  t h e  o b j e c t i v e  i s  

t o  m i n i m i z e  t h e  sum o f  d e v i a t i o n s  f r o m  d e s i r e d  l o c a t i o n s  o r  

t h e  maximum d e v i a t i o n  f r o m  a d e s i r e d  l o c a t i o n ,  w e  b e g i n  

w i t h  t h e  i n i t i a l  o r d e r i n g  b a s e d  o n  t h e  o r d e r  o f  d e s i r e d  

l o c a t i o n s  a n d  p e r m u t e  s m a l l  g r o u p s  o f  a d j a c e n t  s a t e l l i t e s  

t o  g e n e r a t e  d i f f e r e n t  o r d e r i n g s .  
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F o r m a l l y  t h e  a l g o r i t h m  f o r  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  c a n  

b e  s t a t e d  a s  f o l l o w s ;  

S t e p  1 :  G e n e r a t e  a n  o r d e r i n g  of t h e  s a t e l l i t e s  b a s e d  o n  

t h e i r  d e s i r e d  l o c a t i o n s .  

S t e p  2 :  G i v e n  t h e  o r d e r i n g  f r o m  S t e p  1 ,  a n d  a p a r t i c u l a r  

o b j e c t i v e ,  s o l v e  a l i n e a r  p r o g r a m  t o  f i n d  t h e  o p . t i -  

m a l  l o c a t i o n s  f o r  t h e  s a t e l l i t e s .  

S t e p  3:  S e l e c t  a p a r t i c u l a r  a d j a c e n t - s a t e l l i t e  g r o u p  s i z e ,  

( 2 j k ( 5 )  

P e r m u t e  t h e  o r d e r  of s a t e l l i t e s  w i t h i n  t h i s  g r o u p  

( i . e . ,  s w i t c h  s a t e l l i t e s  i n  p o s i t i o n  1 t o  k w i t h  

t h e  s a t e l l i t e s  i n  p o s i t i o n s  k+l t o  n b e i n g  f i x e d  i n  

p o s i t i o n  ( n o t  l o c a t i o n ) ) .  

R e o p t i m i z e  t h e  L i n e a r  p r o g r a m m i n g  s o l u t i o n  a s  n e e d -  

e d .  

R e p e a t  t i l l  a l l  o r d e r i n g s  w i t h i n  a g r o u p  h a v e  b e e n  

c o n s i d e r e d .  

S t e p  4: R e p e a t  S t e p  3 ,  s w i t c h i n g  s a t e l l i t e s  2 t o  k+l, 3 t o  

k + 2 ,  ....., n - k + l  t o  n .  

S t e p  5 :  ( T h i s  s t e p  i s  o p t i o n a l ) .  

I n c r e a s e  g r o u p  s i z e  b y  1. S t a r t  f r o m  S t e p  3 w i t h  

t h e  b e s t  s o l u t i o n  f o u n d  s o  f a r .  

S t e p  6 :  I f  n o  i m p r o v e d  s o l u t i o n  i s  f o u n d ,  s t o p .  
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To s o l v e  t h e  l i n e a r  p r o g r a m ,  t h e  a l g o r i t h m  u s e s  t h e  f o r -  

m u l a t i o n  o f  m o d e l  3 s u g g e s t e d  by  M o u n t - C a m p b e l l  e t  a l .  

[ 1 5 1 *  I t  h a s  b e e n  f o u n d  t h a t  i n c r e a s i n g  t h e  g r o u p  s i z e  k 

f r o m  2 t o  5 ,  i n  s t e p s  o f  1 ,  i s  m o s t  e f f e c t i v e  [ 7 ] .  F o r  

f u r t h e r  d e t a i l s  o n  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  t h e  r e a d e r  i s  

r e f e r r e d  t o  [ 7 ] .  

T h e  s w i t c h i n g  a l g o r i t h m  c a n  u s e  e i t h e r  t h e  w o r s t - c a s e  

r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n s  ( A s )  o r  t h e  l o c a t i o n -  

d e p e n d e n t  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n s  (A@) t o  g u a r a n t e e  i n t e r -  

f e r e n c e  r e q u i r e m e n t s  a r e  m e t .  I f  t h e  A@ v a l u e s  a r e  t o  b e  

u s e d ,  t h e n  A@ m a t r i c e s ,  c a l c u l a t e d  f o r  s e l e c t e d  s a t e l l i t e  

l o n g i t u d e s ,  m u s t  b e  i n p u t .  T h i s  o p t i o n  c a n n o t  b e  i m p l e -  

m e n t e d  c o n v e n i e n t l y  i n  a b r a n c h - a n d - b o u n d  a l g o r i t h m .  I t  

r e p r e s e n t s  a d i s t i n c t  a d v a n t a g e  o f  t h e  s w i t c h i n g  a l g o r i t h m ,  

b e c a u s e  t h e  s m a l l e r  l o c a t i o n - d e p e n d e n t  s a t e l l i t e  s e p a r a -  

t i o n s  m a y  make i t  e a s i e r  t o  f i n d  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  t o  

t i g h t l y - c o n s t r a i n e d  p r o b l e m s .  

W e  h a v e  u s e d  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  t o  f i n d  s o l u t i o n s  

t o  some  l a r g e  a n d  m e d i u m - s i z e  p r o b l e m s ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  

f i v e  s c e n a r i o s  i n t r o d u c e d  i n  C h a p t e r  IV. I n  T a b l e  6 

r e s u l t s  f o r  t h i s  a l g o r i t h m  o n  a 3 6 - s a t e l l i t e  s c e n a r i o  a r e  

g i v e n .  R e s u l t s  o b t a i n e d  f r o m  a l a r g e r  5 9 - s a t e l l i t e  s c e n a r -  

i o  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  7 .  R e s u l t s  f r o m  a 8 1 - s a t e l l i t e  s c e n -  

a r i o  a r e  g i v e n  i n  T a b l e  8 .  
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I n  T a b l e  9 w e  p r e s e n t  r e s u l t s  o b t a i n e d  w i t h  t h e  s w i t c h -  

i n g  h e u r i s t i c  f o r  t h e  f i v e  s c e n a r i o s  u s e d  t o  e v a l u a t e  t h e  

M I P  f o r m u l a t i o n s  i n  t h e  p r e v i o u s  c h a p t e r .  T h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  s u m  o f  d e v i a t i o n s  f r o m  d e s i r e d  

l o c a t i o n s .  We c o m p a r e  t h e s e  r e s u l t s  w i t h  t h e  r e s u l t s  

o b t a i n e d  f o r  t h e  M I P  r u n s .  T h e  C P U  t i m e  f o r  t h e  s w i t c h i n g  

r u n s  i s  t h e  t o t a l  r u n  t i m e .  F o r  t h e  M I P  r u n s ,  i t  i s  t . h e  

t i m e  t o  t h e  b e s t  s o l u t i o n  i f  a n  o p t i m a l  s o l u t i o n  was n o t  

f o u n d  o r  t h e  t o t a l  r u n  t i m e  i f  o p t i m a l i t y  was p r o v e d .  We 

m u s t  n o t e  t h a t  t h e  CPU t i m e s  a r e  n o t  e x a c t l y  c o m p a r a b l e  

s i n c e  two  d i f f e r e n t  c o m p u t e r  s y s t e m s  h a v e  b e e n  u s e d .  We d o  

know t h a t  t h e  I B M  3081-D i s  f a s t e r  t h a n  t h e  I B M  4 3 4 1 .  

T a b l e  1 0  g i v e s  r e s u l t s  s i m i l a r  t o  t h o s e  i n  T a b l e  9 ,  b u t  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i s  t o  m i n i m i z e  t h e  maximum d e v i a t i o n  

f r o m  g i v e n  d e s i r e d  l o c a t i o n s .  

From T a b l e s  6 , 7 ,  a n d  8 we s e e  t h a t  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s -  

t i c  f i n d s  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  v e r y  f a s t .  A 3 6 - s a t e l l i t e  

s c e n a r i o ,  c o m p r i s e d  o f  E u r o p e a n  a n d  A f r i c a n  s a t e l l i t e s ,  was 

m o d e l l e d  u s i n g  f o r m u l a t i o n  3 ,  t h e  m i n i m i z a t i o n  o f  t h e  t o t a l  

d e v i a t i o n  f r o m  d e s i r e d  l o c a t i o n s ,  g i v e n  i n  A p p e n d i x  A .  We 

r a n  t h i s  m o d e l  o n  t h e  I B M  4 3 4 1  u s i n g  M I P / 3 7 0  a n d  f o u n d  no  

f e a s i b l e  s o l u t i o n  i n  1 2 0  m i n u t e s  o f  C P U  t i m e .  On t h e  o t h e r  

h a n d ,  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  f o u n d  a f e a s i b l e  s o l u t i o n  t o  

t h i s  s a m e  s c e n a r i o  i n  j u s t  0 . 4  s e c o n d s .  The  t i m e s  o b t a i n e d  
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O B J E C T I V E :  M I N I M I Z E  T H E  T O T A L  D E V I A T I O N  F R O M  G I V E N  D E S I R E D  
L O C A T I O N S  

C O D E  U S E D :  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  W I T H  I N C R E A S I N G  .'k'* 

S C E N A R I O  : E U R O P E  + A F R I C A  ( 3 6  S A T E L L I T E S ) .  

F I R S T  F E A S I B L E  642.49 38.17 100.45 0.40 
S O L N .  

F I N A L  S O L N .  169.29 25.32 72.56 436 

F I R S T  F E A S I B L E  642.19 38.17 100.45 1.60 
S O L N .  

F I N A L  S O L N .  1 2 1  79 14.08 7 2 - 0 0  541 

I 
I 
I 
I 

B 
m 
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T a b l e  7 

S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  W I T H  5 9  S A T E L L I T E S  _____--______---__-------------------- 

O B J E C T I V E :  M I N I M I Z E  T H E  T O T A L  D E V I A T I O N  F K O M  G I V E N  D E S I R E D  
L O C A T I O N S .  

C O D E  U S E D :  S W I T C H I N G  H E U K I S T I C  W I T H  I N C R E A S I N G  'k'. 

S C E N A R I O  : O A S T S 2 G 1  ( 5 9  S A T E L L I T E S ) .  

--------------- 

T O T  D E V .  MAX D E V .  O R B I T A L  C P U  T I M E  
A R C  ( S e e )  

F I R S T  F E A S I B L E  - 
S O L N .  

- - 1 2 0 0 *  

T O T  D E V .  . MAX D E V .  O R B I T A L  C P U  T I M E  
A R C  ( S e c )  

F I R S T  F E A S I B L E  4 7 5 9 5 5  2 6 - 9 5  9 4 . 1 5  1 5 3 . 8  
S O L N .  

* - T E R M I N A T I N G  DUE TO T I M E  L I M I T  
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O B J E C T I V E :  M I N I M I Z E  T H E  T O T A L  D E V I A T I O N  F R O M  G I V E N  D E S I R E D  
L O C A T I O N S .  

C O D E  U S E D :  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  W I T H  I N C R E A S I N G  'k'. 

S C E N A R I O  : OASTS2Gl + C A R R I B E A N  ( 8 1  S A T E L L I T E S ) .  

D E L T A  'S' 
-----I- 

T O T  D E V .  MAX D E V .  O R B I T A L  C P U  T I M E  
A R C  (Set) 

F I R S T  F E A S I B L E  - - - 6 0 0 *  
S O L N .  

T O T  D E V .  MAX D E V .  O R B I T A L  C P U  T I M E  
A R C  (Set) 

F I R S T  F E A S I B L E  1 0 3 3 . 2 9  5 3  5 3  1 3 3 . 0 7  3 5 4  7 
S O L N .  

F I N A L  S O L N .  8 3 2 . 4 6  4 7 . 0 1  1 2 6 . 5 5  600* 

* - T E R M I N A T I N G  DUE T O  T I M E  L I M I T  
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f o r  t h e  5 9 - s a t e l l i t e  a n d  8 1 - s a t e l l i t e  s c e n a r i o s  a r e  a l s o  

r e a s o n a b l e .  

From T a b l e s  9 a n d  1 0  we s e e  t h a t  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  

d o e s  b e t t e r  t h a n  t h e  M I P  f o r m u l a t i o n s  i n  t e r m s  o f  s o l u t i o n  

t i m e  i n  n e a r l y  a l l  c a s e s .  T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  v a l u e s  

a r e  a l s o  c o m p a r a b l e .  I n  s i x  o f  t h e  t e n  r u n s  g i v e n  i n  t h e s e  

t w o  t a b l e s ,  w e  f i n d  t h a t  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  came u p  

w i t h  t h e  same s o l u t i o n  a s  t h e  M I P  s o l u t i o n .  I n  f o u r  o f  

t h e s e  c a s e s  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  f o u n d  a n  o p t i m a l  s o l u -  

t i o n .  I n  t h e  o t h e r  f o u r  c o m p u t e r  r u n s ,  w h e r e  w e  d i d  n o t  

f i n d  t h e  same s o l u t i o n  w i t h  b o t h  a p p r o a c h e s ,  t h e  s w i t c h i n g  

h e u r i s t i c  s o l u t i o n ' s  v a l u e  i s  n e a r l y  t h e  same a s  t h a t  f o r  

t h e  b e s t  s o l u t i o n  f o u n d  by t h e  b r a n c h - a n d - b o u n d  a l g o r i t h m .  

T h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  h e r e  i n d i c a t e  t h a t  t h e  s w i t c h i n g  h e u -  

r i s t i c  p e r f o r m s  e x c e e d i n g l y  w e l l ,  b o t h  i n  t e r m s  o f  s o l u t i o n  

t i m e  a n d  s o l u t i o n  q u a l i t y .  T h e  a d v a n t a g e s  o f  t h i s  a l g o r -  

i t h m  c a n  b e  s u m m a r i z e d  a s  f o l l o w s :  

( 1 )  T h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  f i n d s  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  v e r y  

f a s t .  

( 2 )  T h e  f i n a l  s o l u t i o n  v a l u e s  a r e  n e a r l y  a s  g o o d  a s  t h o s e  

o b t a i n e d  by  t r u n c a t e d  r u n s  w i t h  a b r a n c h - a n d - b o u n d  

a l g o r i t h m .  I n  s o m e  c a s e s ,  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  c o n -  

v e r g e s  t o  t h e  o p t i m u m  s o l u t i o n .  
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T a b l e  9 

O B J E C T I V E :  M I N I M I Z E  T H E  T O T A L  D E V I A T I O N  F R O M  G I V E N  D E S I R E D  
L O C A T I O N S .  

C O D E  U S E D :  S W I T C H I N G  H E U R I S T I C  W I T H  I N C R E A S I N G  'k'. 

O P T I O N  ; D E L T A  'S' 

S W I T C H I N G  H E U R ,  M I P  F O R M U L A T I O N  

e 
n 
1 
I 
I 
I 
I 
t 
I 

E .  E U R O P E  ( 1 2 )  52.74 7.34 4 9 - 8 7  613.0 

W .  E U R O P E  ( 1 2 )  32.29 11.34 29.67* 4 1  e 4  

S. A M E R I C A  ( 1 3 )  30.44 11.35 3 0  044 86.4 

N .  A F R I C A  ( 1 0 )  8.65 3.68 8 - 6 5 *  3.6 

S . E .  A S I A  ( 1 0 )  23.05 5.31 23.05* 96.0 

N O T E :  SW r u n s  h a v e  b e e n  m a d e  o n  t h e  I B M  3 0 8 1 - D .  
M I P  r u n s  h a v e  b e e n  m a d e  o n  t h e  I B M  4 3 4 1 .  
F o r  SW runs, C P U  t i m e  = t o t a l  r u n  t i m e  
F o r  M I P  r u n s  C P U  t i m e  = t o t a l  r u n  t i m e  f o r  o p t i m a l  

s o l u t i o n s ,  (or) 

i f  s o l n .  i s  n o t  o p t i m a l  
= t i m e  t o  b e s t  s o l u t i o n  

F i g u r e s  i n  p a r e n t h e s e s  i n d i c a t e  n u m b e r  o f  s a t e l l i t e s .  

* - P R O V E N  O P T I M U M  
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O B J E C T I V E :  M I N I M I Z E  THE M A X I M U M  DEVIATION FROM G I V E N  
DESIRED LOCATIONS. 

C O D E  USED: SWITCHING HEURISTIC W I T H  INCREASING ' k ' .  

OPTION : DELTA 'S' 

SWITCHING H E U R .  MIP FORMULATION 

SCENARIO 
O b j .  Fn .  CPU T i m e  O b j .  Fn .  CPU T i m e  

V a l u e  b ( S e c )  V a l u e  (Set) 
~~ ~ ~~ 

E .  EUROPE (12) 9.41 8 - 6 8  8.48 1137.0 

W .  EUROPE ( 1 2 )  6.62 8.35 6.62* 155.4 

12.6 S a  A M E R I C A  ( 1 3 )  6.96 10.23 6.60 

N. AFRICA ( 1 0 )  1 a 6 4  3.29 1 6 4 *  0 . 4  

S . E .  ASIA (10) 5.19 5 . 1 0  5.19* 79.8 

NOTE: SW r u n s  h a v e  b e e n  made o n  t h e  I B M  3081-D. 
MIP r u n s  h a v e  b e e n  m a d e  o n  t h e  I B M  4341. 
F o r  SW Runs  C P U  t i m e  = t o t a l  r u n  t i m e  
F o r  M I P  r u n s  CpU t i m e  = t o t a l  r u n  t i m e  f o r  o p t i m a l  

s o l u t i o n s  

i f  s o l n .  i s  n o t  o p t i m a l  
= t i m e  t o  b e s t  s o l u t i o n  

F i g u r e s  i n  p a r e n t h e s e s  i n d i c a t e  n u m b e r  o f  s a t e l l i t e s  

* - P R O V E N  OPTIMUM 



5 8  

( 3 )  T h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  is i n d e p e n d e n t  o f  t h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n .  T h e  c u r r e n t  i m p l e m e n t a t i o n  i n c l u d e s  t h e  

o p t i o n  of c h o o s i n g  b e t w e e n  two o b j e c t i v e  f u n c t i o n s ;  t h e  

a l g o r i t h m  c a n  b e  m o d i f i e d  t o  s o l v e  o t h e r  m o d e l s  a l s o ,  

i n c l u d i n g  a r c  a l l o t m e n t s  [ 7 1 .  

( 4 )  T h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  c a n  m a k e  u s e  o f  l o c a t i o n -  

d e p e n d e n t  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n s  (A@) v a l u e s .  T h i s  

m e a n s  t h a t  i t  i s  m o r e  l i k e l y  t o  f i n d  a f e a s i b l e  s o l u -  

t i o n s  when o n e  e x i s t s ,  e s p e c i a l l y  f o r  t i g h t l y -  

c o n s t r a i n e d  p r o b l e m s .  



C H A P T E R  V I  

RECOMMEUDATIONS 

O u r  a i m s  were ( 1 )  t o  a n a l y z e  d i f f e r e n t  s o l u t i o n  t e c h n i q u e s  

f o r  s o l v i n g  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s  a n d  ( 2 )  t o  s u g g . e s t  

a n  a p p r o p r i a t e  m a t h e m a t i c a l  p r o g r a m m i n g  m o d e l ,  a n d  a n  

a c c o m p a n y i n g  s o l u t i o n  s t r a t e g y ,  t h a t  c a n  r e l i a b l y  s o l v e  

s y n t h e s i s  p r o b l e m s  a t  r e a s o n a b l e  c o s t .  I n  t h e  p r e v i o u s  

c h a p t e r s  w e  h a v e  d i s c u s s e d  t h r e e  d i s t i n c t  s o l u t i o n  s t r a t -  

e g i e s ,  n a m e l y ,  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  s e a r c h  m e t h o d s ,  

b r a n c h - a n d - b o u n d ,  a n d  a s w i t c h i n g  h e u r i s t i c .  W e  h a v e  a l s o  

e x p e r i m e n t e d  w i t h  d i f f e r e n t  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  m o d e l s .  We 

h a v e  e v a l u a t e d  t h e s e  s t r a t e g i e s  a n d  t h e  m o d e l s .  

I n  C h a p t e r  111 w e  s e e  t h a t  t h o u g h  i t  d o e s  n o t  g u a r a n t e e  

t h a t  C / I  n e e d s  w i l l  b e  m e t ,  Z o u t e n d i j k ' s  m e t h o d  d o e s  b e t t e r  

t h a n  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  i n  t e r m s  o f  s o l u t i o n  t i m e  a n d  

s o l u t i o n  q u a l i t y .  T h e  " j a m m i n g "  e f f e c t ,  w h i c h  i s  a p o t e n -  

t i a l  p r o b l e m  w i t h  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  m e t h o d ,  i s  n o t  

o b s e r v e d  when  Z o u t e n d i j k ' s  a l g o r i t h m  i s  u s e d .  R e s u l t s  p r e -  

s e n t e d  by R e i l l y  e t  a l .  1 1 9 1  i n d i c a t e  t h a t  t h e  c y c l i c  

c o o r d i n a t e  s e a r c h  m e t h o d  i s  l i k e l y  t o  g i v e  w o r s t  C / I  v a l u e s  

t h a t  a r e  b e t t e r  t h a n  t h o s e  o b t a i n e d  w i t h  Z o u t e n d i j k ' s  

- 5 9  - 
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m e t h o d .  H o w e v e r ,  s o l u t i o n  t i m e s  a r e  l i k e l y  t o  b e  much 

l o n g e r .  I t  m u s t  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  e v e n  t h e  c y c l i c  c o o r -  

d i n a t e  s e a r c h  m e t h o d ,  l i k e  t h e  g r a d i e n t  s e a r c h  a n d  Z o u t e n -  

d i j k ' s  m e t h o d ,  d o e s  n o t  e n s u r e  a n  a c c e p t a b l e  s o l u t i o n .  

A p p r o a c h e s  t h a t  g u a r a n t e e  t h a t  a c c e p t a b l e  s o l u t i o n s  w i l l  b e  

f o u n d ,  p r o v i d e d  s u c h  s o l u t i o n s  e x i s t ,  a r e  more u s e f u l .  

I n  C h a p t e r  IV w e  s e e  t h a t  b y  i n t r o d u c i n g  t h e  minimum 

s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  c o . n c e p t  i n t o  a n  MIP m o d e l  w e  g u a r a n t e e  

t h a t  a n y  s o l u t i o n  f o u n d  w i l l  mee t  o u r  i n t e r f e r e n c e  r e q u i r e -  

m e n t s  a n d  h e n c e  b e  a c c e p t a b l e .  We h a v e  a l s o  s e e n  t h a t  f o r  

t h e  p r o b l e m s  we h a v e  c o n s i d e r e d  h e r e  ( 1 0 - 1 3  s a t e l l i t e s )  t h e  

f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  i s  f o u n d  v e r y  f a s t .  H o w e v e r ,  a n y  

r e a l - l i f e  p r o b l e m  w o u l d  b e  l a r g e r  t h a n  t h i s .  S o l u t i o n  

t i m e s  f o r  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  p r o b l e m s  t y p i c a l l y  i n c r e a s e  

e x p o n e n t i a l l y  w i t h  p r o b l e m  s i z e .  An e x a m p l e  o f  t h i s  w a s  

m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  V w h e r e  we s a i d  t h a t  n o  s o l u t i o n  w a s  

f o u n d  t o  a 3 6 - s a t e l l i t e  M I P  m o d e l  i n  t w o  h o u r s  o f  C P U  t i m e .  

T h e  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  m e t h o d s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  

111, u n l i k e  t h e  b r a n c h - a n d - b o u n d  a l g o r i t h m ,  d o  n o t  e n s u r e  

t h a t  g l o b a l l y  o p t i m u m  s o l u t i o n s  w i l l  b e  f o u n d .  We h a v e  

s e e n  t h a t  i n  s p i t e  o f  e x t e n s i v e  l i n e  s e a r c h e s ,  n o n e  o f  t h e  

n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  a l g o r i t h m s  c o n v e r g e d  t o  e v e n  a l o c a l  

o p t i m u m .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  a f e w  o f  t h e  MIP m o d e l s  h a v e  

homed i n  o n  g l o b a l l y  o p t i m u m  s o l u t i o n s .  F o r  t h e  s m a l l e r  
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( 7 - s a t e l l i t e )  p r o b l e m s  s o l v e d  by t h e  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  

m e t h o d s ,  t h e  t i m e  t o  f i n d  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n ,  i f  

o n e  i s  f o u n d ,  i s  g r e a t e r  t h a n  t h e  t i m e  t o  f i n d  t h e  f i r s t  

f e a s i b l e  s o l u t i o n  f o r  t h e  l a r g e r  ( 1 0  t o  1 3 - s a t e l l i t e )  M I P  

m o d e l s  1 2 1 .  A l s o ,  t h e  MIP m o d e l s  g u a r a n t e e  a n  a c c e p t a b l e  

s o l u t i o n  i f  a f e a s i b l e  s o l u t i o n  i s  f o u n d .  C l e a r l y  , t h e  

m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  m o d e l s  a r e  p r e f e r r e d  o v e r  t h e  

n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  m o d e l  o f  C h a p t e r  11. 
, 

T h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  f i n d s  f e a s i b l e  s o l u t i o n s  r e l a -  

t i v e l y  q u i c k l y .  S o l u t i o n  q u a l i t y  i s  a l s o  n e a r l y  a s  g o o d  a 8  

t h a t  o b t a i n e d  by  t r u n c a t e d  b r a n c h - a n d - b o u n d  r u n s .  I n  a d d i -  

t i o n  t o  t h i s ,  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  m a k e s  u s e  of t h e  

s m a l l e r ,  l o c a t i o n - d e p e n d e n t  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n s  (A@). 

I t  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  a n d  c a n  b e  mod- 

i f i e d  t o  s o l v e  m o d e l s  o t h e r  t h a n  t h e  d e v i a t i o n  m e d a l s  w e  

c o n s i d e r e d  i n  C h a p t e r  V. 

From t h e  e x p e r i m e n t s  p r e s e n t e d  i n  t h e  p r e v i o u s  two  c h a p -  

t e r s ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  f o r  s m a l l  p r o b l e m s  t h e  s o l u t i o n s  t o  

m o d e l s  s o l v e d  by  t h e  t r u n c a t e d  b r a n c h - a n d - b o u n d  m e t h o d  a r e  

a s  g o o d  or s l i g h t l y  b e t t e r  t h a n  t h e  s o l u t i o n s  t o  s i m i l a r  

m o d e l s  s o l v e d  by  t h e  s w i t c h i n g  a l g o r i t h m .  I f  c o m p u t e r  t i m e  

i s  l i m i t e d ,  t h e n  we recommend t h a t  t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c  

b e  u s e d .  F o r  l a r g e r  p r o b l e m s ,  t h e  M I P  m o d e l s  w o u l d  r e q u i r e  

p r o h i b i t i v e  a m o u n t s  o f  c o m p u t i n g  r e s o u r c e s .  S u c h  p r o b l e m s  

a r e  b e t t e r  s o l v e d  by t h e  s w i t c h i n g  h e u r i s t i c .  
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S i n c e  t h e  n o n l i n e a r  p r o g r a m m i n g  m e t h o d s  a n d  b r a n c h - a n d -  

b o u n d  h a v e  known c o m p u t a t i o n a l  s h o r t c o m i n g s ,  w e  c o n c l u d e  

t h a t  t h e  h e u r i s t i c  p r o c e d u r e  i s  t h e  b e s t  o f  t h e  m e t h o d s  

c o n s i d e r e d  f o r  s o l v i n g  s a t e l l i t e  s y n t h e s i s  p r o b l e m s .  

Our  o t h e r  i m p o r t a n t  c o n c l u s i o n s  c o m e  f r o m  C h a p t e r  I V  i n '  

w h i c h  w e  c o m p a r e  m i x e d  i n t e g e r  p r o g r a m m i n g  m o d e l s  w i t h  d i f -  

f e r e n t  o b j e c t i v e  f u n c t i o n s .  I n  t h a t  c h a p t e r  w e  s h o w  t h a t  

t h e  o b j e c t i v e  o f  m i n i m i z i n g  d e v i a t i o n s  f r o m  d e s i r e d  l o c a -  

t i o n s  ( m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 )  h a v e  a n  e d g e  o v e r  t h e  o t h e r  

o b j e c t i v e s  b e c a u s e :  

( 1 )  O p t i m a l  s o l u t i o n s  a r e  f o u n d  w i t h  m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 a 

g r e a t e r  number  o f  t i m e s  t h a n  w i t h  a n y  o t h e r  m o d e l .  

( 2 )  T h e  t i m e  t o  t h e  f i r s t  f e a s i b l e  s o l u t i o n  a n d  t h e  t i m e  t o  

t h e  b e s t  s o l u t i o n  f o r  m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 a r e  l e s s  t h a n  

h a l f  o f  t h e  o v e r a l l  a v e r a g e  t i m e s  f o r  t h e  o t h e r  p o i n t  

a l l o t m e n t  m o d e l s .  

( 3 )  T h e  s o l u t i o n s  t o  m o d e l s  3 , 4 ,  a n d  5 g i v e  g o o d  v a l u e s  i n  

t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  o f  m o d e l  7 ( m i n i m i z i n g  t h e  t o t a l  

a r c  o c c u p i e d  b y  t h e  s a t e l l i t e s  t o  b e  a l l o t t e d  l o c a -  

t i o n s ) .  

Summa r i z i ng , w e  r e c o m m e n d  t h a t  f o r  p o i n t  a l l o t m e n t  

p r o b l e m s  m o d e l  3 , 4 ,  o r  5 b e  u s e d .  M o d e l  5 m i g h t  n o t  f i n d  a 

f e a s i b l e  s o l u t i o n  f o r  some  p r o b l e m s  a n d  o n e  m u s t  k e e p  t h i s  

i n  m i n d  w h i l e  d e c i d i n g  b e t w e e n  m o d e l s  3 a n d  5 .  
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T h e  two  a r c  a l l o t m e n t  m o d e l s  we c o n s i d e r  a r e  m o d e l s  8 

a n d  9 .  We h a v e  m e n t i o n e d  i n  C h a p t e r  I V  t h a t  m o d e l  8 f i n d s  

s o l u t i o n s  i n  w h i c h  t h e  l e n g t h  o f  t h e  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  

t o  e v e r y  a d m i n i s t r a t i o n  is t h e  same. On t h e  o t h e r  h a n d ,  

m o d e l  9 f i n d s  s o l u t i o n s  i n  w h i c h  t h e  l e n g t h  o f  t h e  a r c  s e g -  

m e n t  a l l o t t e d  t o  e v e r y  a d m i n i s t r a t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  

s o m e  c r i t e r i o n .  We a l s o  n o t e  t h a t  t h e  t i m e  t o  t h e  f i r s t  

f e a s i b l e  s o l u t i o n  a n d  t h e  t i m e  t o  t h e  b e s t  s o l u t i o n  i s  l e s s  

f o r  m o d e l  9 t h a n  f o r  m o d e l  8 .  H e n c e ,  f o r  a r c  a l l o t m e n t  

p r o b l e m s ,  m o d e l  9 seems m o r e  p r a c t i c a l .  



A p p e n d i x  A 

M I X E D  I N T E G E R  PROGRAHHING MODELS 

- 6 4  - 
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We d e f i n e  t h e  f o l l o w i n g  n o t a t i o n  f o r  t h e  f o r m u l a t i o n s  d i s -  

c u s s e d  i n  t h i s  A p p e n d i x :  

P a r a m e t e r s .  -_----__-- 

E . ( W . )  = E a s t e r n m o s t  ( w e s t e r n m o s t )  f e a s i b l e  l o c a t i o n  f o r  
J J  s a t e l l i t e  j ,  i n  d e g r e e s  wes t  l o n g i t u d e .  

E = Minimum [ E . ]  o v e r  a l l  j ( a s s u m e d  t o  b e  z e r o ) .  
J 

W = Maximum [ W . ]  o v e r  a l l  j .  
J 

= W o r s t - c a s e  minimum r e q u i r e d  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  
A s i j  s a t e l l i t e s  i a n d  j ,  i n  d e g r e e s  l o n g i t u d e .  

M = L a r g e  p o s i t i v e  c o n s t a n t  

i f  A s i j p o  
i j  i f  A s i j  > 0 

ti 

D = D e s i r e d  l o c a t i o n  o f  s a t e l l i t e  j ,  i n  d e g r e e s  w e s t  
j l o n g i t u d e  

= ( w  - E j ) / 2  ( d e f a u l t )  
j 

L = C o n s t a n t  i n v e r s e l y  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  l e n g t h  o f  t h e  
f e a s i b l e  a r c  o f  s a t e l l i t e  j ( u s e d  i n  m o d e l  5 ) .  j 
= l / ( W j  - E j ) o  
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P = P o p u l a t i o n  of c o u n t r y  w i t h  s a t e l l i t e  j .  
j 

C * C o n s t a n t  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  w e i g h t  a s s i g n e d  t o  e a c h  
j s a t e l l i t e  j ( u s e d  i n  m o d e l  9 ) .  

= ( P j ) /  r ( P j )  
J 

D e c i s i o n  V a r i a b l e s  : 
---------I- ----- 

x = O r b i t a l  l o c a t i o n  of s a t e l l i t e  j ( d e g r e e s  wes t  of E), 
j i n  d e g r e e s  west  l o n g i t u d e .  

+ x ( x j - )  = D e g r e e s  west  ( e a s t )  o f  D .  t h a t  s a t e l l i t e  j i s  
j l o c a t e d ,  i n  d e g r e e s  w e ~ t ~ l o n g i t u d e .  

X = D u m m y  s a t e l l i t e  l o c a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  e a s t e r n -  
m o s t  s a t e l l i t e  l o c a t i o n ,  i n  d e g r e e s  w e s t  l o n g i t u d e .  

X = Dummy s a t e l l i t e  l o c a t i o n  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  
n + l  w e s t e r n m o s t  s a t e l l i t e  l o c a t i o n ,  i n  d e g r e e s  wes t  

l o n g i t u d e .  

w . ( e . )  = W e s t e r n  ( e a s t e r n )  e d g e  of t h e  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  
J J  s a t e l l i t e  j, i n  d e g r e e s  w e s t  l o n g i t u d e .  

1 i f  s a t e l l i t e  i i s  l o c a t e d  t o  t h e  wes t  of 
s a t e l l i t e  j .  

0 o t h e r w i s e  
X I i j  

i f  s a t e l l i t e  j i s  l o c a t e d  c l o s e r  t o  i t s  w e s t -  
e r n  b o u n d a r y  t h a n  t o  i t s  e a s t e r n  b o u n d a r y .  c' 

o j  o t h e r w i s e  
X 
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i f  t h e  w e s t e r n - e d g e  o f  s a t e l l i t e  i i s  l o c a t e d  
t o  t h e  west o f  w e s t e r n - e d g e  o f  s a t e l l i t e  j .  

' -{: o t h e r w i s e  i j  X 

n = Minimum g a p  b e t w e e n  a d j a c e n t  s a t e l l i t e s ,  o v e r  a l l  p a i r s  
of a d j a c e n t  s a t e l l i t e s ,  i n  d e g r e e s  l o n g i t u d e .  

p = Maximum d e v i a t i o n  of  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  g i v e n  ' 

d e s i r e d  s a t e l l i t e  l o c a t i o n ,  o v e r  a l l  s a t e l l i t e s ,  i n  
d e g r e e s  l o n g i t u d e .  

q = Maximum d e v i a t i o n  of a l l o t t e d  s a t e l l i t e  l o c a t i o n  f r o m  
t h e  c l o s e s t  b o u n d a r y  o f  s a t e l l i t e ' s  f e a s i b l e  a r c ,  o v e r  
a l l  s a t e l l i t e s ,  i n  d e g r e e s  l o n g i t u d e .  

r = L e n g t h  of t h e  minimum a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  a s a t -  
e l l i t e ,  o v e r  a l l  s a t e l l i t e s ,  i n  d e g r e e s  l o n g i t u d e .  

t = L e n g t h  of t h e  minimum w e i g h t e d  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  
a s a t e l l i t e ,  o v e r  a l l  s a t e l l i t e s ,  i n  d e g r e e s  l o n g i t u d e .  
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M o d e l  2 :  M a x i m i z e  t h e  minimum g a p  b e t w e e n  a d j a c e n t  

s a t e l l i t e s .  

M a x i m i z e  z = n  (A.1) 

s u b j e c t  t o ,  

( X i - x j )  + [(E-W) - A s i j ] x i j  2 ( E - W )  ( A . 2 )  V i ,  j 3 i < j  

E < x j  5 w j  j -  

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  (A.l) m a x i m i z e s  t h e  minimum g a p  

b e t w e e n  a p a i r  of a d j a c e n t  s a t e l l i t e s .  C o n s t r a i n t s  (A.2) 

a n d  (A.3) a r e  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  w h i c h  e n s u r e  t h a t  

minimum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  a r e  e n f o r c e d .  

C o n s t r a i n t s  (A.4) a n d  (A.5) a r e  a l s o  d i c h o t o m o u s  
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c o n s t r a i n t s  a n d  t h e y  m e a s u r e  t h e  minimum g a p  b e t w e e n  

a d j a c e n t  s a t e l l i t e s  f o r  a l l  p a i r s  o f  s a t e l l i t e s  i a n d  j. 

T h i s  minimum g a p  i s  d e n o t e d  b y  n .  C o n s t r a i n t  (A.6) e n s u r e s  

t h a t  t h e  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f o r  s a t e l l i t e s  i s  f e a s i b l e .  T h e  

i n t e g r a l i t y  o f  t h e  b i n a r y  v a r i a b l e s  is e n f o r c e d  b y  ( A . 7 )  .. 
T h e  n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  

by  (A.8) a n d  (A.9). 

F o r  a p r o b l e m  w i t h  m s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  2m(m-1)  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  (A.2), (A-31, ( A - 4 )  

a n d  (A.5), m + l  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m ( m - 1 ) / 2  b i n a r y  

v a r i a b l e s .  
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M o d e l  3 :  M i n i m i z e  t h e  t o t a l  d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  l o c a t i o n s  

f r o m  g i v e n  d e s i r e d  l o c a t i o n s ,  s u b j e c t  t o  f e a s i b l e  

a r c  r e s t r i c t i o n s  ill] 

(A.10) + M i n i m i z e  
i 

s u b j e c t  t o ,  

> ( E - W )  (A.ll) V i , j  3 i < J  ( x -x.) + [(E-W) - A s i j ] x i j  - i J  

E j -  < x  j -  < W j  (A.14) V j  

X = O o r 1  (A.15) V i , j  3 i < j  i j  

- 
(A.16) V j  + 

x j , x j  , x  > 0 
j -  

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  (A.lO) m i n i m i z e s  t h e  t o t a l  d e v i a t i o n  

o f  a l l o t t e d  l o c a t i o n s  f r o m  d e s i r e d  l o c a t i o n s .  C o n s t r a i n t s  

(A.ll) a n d  (A.12) a r e  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  w h i c h  e n s u r e  

t h a t  minimum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  . a r e  

e n f o r c e d .  The d e v i a t i o n  o f  t h e  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  t h e  

d e s i r e d  l o c a t i o n  f o r  e a c h  s a t e l l i t e  i s  m e a s u r e d  i n  c o n -  

s t r a i n t  (A.13). C o n s t r a i n t  (A.14) e n s u r e s  t h a t  t h e  
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a l l o t t e d  l o c a t i o n  f o r  each s a t e l l i t e  i s  f e a s i b l e .  T h e  i n t e -  

g r a l i t y  o f  t h e  b i n a r y  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  by ( A . 1 5 ) .  The 

n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  by 

(A.16). 

For a prob lem w i t h  m s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m 2  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  ( A . l l ) ,  (A.12) and 

(~.13), 3 m  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  and m(m-1)/2 b i n a r y  v a r i -  

a b l e s .  
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M o d e l  4: M i n i m i z e  t h e  maximum d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  l o c a t i o n  

f r o m  g i v e n  d e s i r e d  l o c a t i o n ,  s u b j e c t  t o  f e a s i b l e  

a r c  r e s t r i c t i o n s  [ 2 0 ] .  

Minim i z  e z =  P (A.17) 

s u b j e c t  t o ,  

( X i - x j )  + [(E-W) - A s i j ] x i j  - > ( E - W )  (A.18) V i , j  3 i < j  

X i j  = 0 o r  1 (A.23) V i , j  3 i < j  

(A.24) V j  

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  (A.17) m i n i m i z e s  p ,  t h e  maximum 

d e v i a t i o n  of a n  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

d e s i r e d  l o c a t i o n .  C o n s t r a i n t s  (A.18) a n d  (A.19) a r e  
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d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  w h i c h  e n s u r e  t h a t  min imum s a t e l l i t e  

s e p a r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  a r e  e n f o r c e d .  T h e  d e v i a t i o n  o f  t h e  

a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e s i r e d  l o c a t i o n  

f o r  e a c h  s a t e l l i t e s  i s  m e a s u r e d  i n  c o n s t r a i n t  (A.20). T h e  

maximum d e v i a t i o n  o f  a n  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  i t s  c o r r e -  

s p o n d i n g  d e s i r e d  l o c a t i o n  i s  m e a s u r e d  by c o n s t r a i n t  (A.21). 

C o n s t r a i n t  (A.22) e n s u r e s  t h a t  t h e  a l l o t t e d  l o c a t i o n  ' f o r  

a l l  s a t e l l i t e s  i s  f e a s i b l e .  T h e  i n t e g r a l i t y  of t h e  b i n a r y  

v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  b y  (A.23). T h e  n o n - n e g a t i v i t y  of t h e  

c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  b y  (A.24) a n d  (A.25). 

F o r  a p r o b l e m  w i t h  rn s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m ( m + l )  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  (A.181, (A.191, 

(A.20) a n d  (A.211, 3m+l c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m(m-1)/2 

b i n a r y  v a r i a b l e s .  
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M o d e l  5 :  M i n i m i z e  t h e  t o t a l  w e i g h t e d  d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  

l o c a t i o n s  f r o m  g i v e n  d e s i r e d  l o c a t i o n s  [ 2 0 ] .  

s u b j e c t  t o ,  

( x i - X * )  J + [ ( E - W )  - A s i j ] x i j  - > ( E - W )  ( A . 2 7 )  V i , j  3 i < j  

( - x . + x . )  
1 J  

- A s i j ] x i j  

( A . 2 9 )  U j  

X i j  = 0 o r  1 ( A . 3 0 )  V i , j  3 i < J  

( A . 3 1 )  V j  

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  ( A . 2 6 )  m i n i m i z e s  t h e  t o t a l  w e i g h t e d  

d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  l o c a t i o n s  f r o m  g i v e n  d e s i r e d  l o c a -  

t i o n s .  T h e  w e i g h t ,  L a s s i g n e d  t o  e a c h  s a t e l l i t e  j i s  t h e  
j ’  

r e c i p r o c a l  of t h e  l e n g t h  o f  t h e  f e a s i b l e  a r c  o f  s a t e l l i t e  

j .  B y  w e i g h i n g  t h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  i n  t h i s  way we g i v e  

m o r e  w e i g h t  t o  a d m i n i s t r a t i o n s  w i t h  s m a l l e r  a r c s  a n d  t h e r e -  

by a t t e m p t  t o  e n s u r e  t h a t  t h e  s o l u t i o n  w i l l  b e  f e a s i b l e .  

C o n s t r a i n t s  (A.27) a n d  ( A . 2 8 )  a r e  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  

w h i c h  e n s u r e  t h a t  min imum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  

a r e  e n f o r c e d .  The  d e v i a t i o n  o f  t h e  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  
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t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e s i r e d  l o c a t i o n  f o r  e a c h  s a t e l l i t e  is 

m e a s u r e d  i n  c o n s t r a i n t  (A.29). T h e  i n t e g r a l i t y  o f  t h e  

b i n a r y  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  by ( A . 3 0 ) .  T h e  n o n - n e g a t i v i t y  

o f  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  by ( A . 3 1 ) .  

F o r  a p r o b l e m  w i t h  rn s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m 2  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  (A.271, ( A . 2 8 )  a n d  

( A . 2 9 ) ,  3m c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m ( m - 1 ) / 2  b i n a r y  v a r i -  

a b l e s .  
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M o d e l  6 :  M i n i m i z e  t h e  maximum d e v i a t i o n  o f  a l l o t t e d  l o c a -  

t i o n  f r o m  t h e  c l o s e s t  b o u n d a r y  o f  f e a s i b l e  a r c .  

M i  n i m i  z e  2 ' 9  ( A - 3 2 )  

s u b j e c t  t o ,  

( X i - x j )  + [(E-W) - A s i j ] X i j  - > (E-W) ( A . 3 3 )  V i , j  3 i < J  

E < x .  < w j  ( A . 3 7 )  v j  
j -  J -  

X = 0 o r  1 ( A . 3 8 )  v i , j  3 i < j  i j  

X = 0 o r  1 I A . 3 9 )  V j  
oj 

q L 0  ( A . 4 1 )  

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  ( A . 3 2 )  m i n i m i z e s  t h e  maximum d e v i a -  

t i o n  o f  a  satellite'.^ a l l o t t e d  l o c a t i o n  f r o m  t h e  c l o s e s t  
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b o u n d a r y  o f  t h a t  s a t e l l i t e ' s  f e a s i b l e  a r c .  C o n s t r a i n t s  

( ~ . 3 3 )  a n d  ( A . 3 4 )  a r e  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  w h i c h  e n s u r e  

t h a t  min imum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  a r e  

e n f o r c e d .  C o n s t r a i n t s  ( A . 3 5 )  a n d  ( A . 3 6 )  a r e  a l s o  d i c h o t o -  

m o u s  o r  " e i t h e r - o r "  c o n s t r a i n t s .  E x a c t l y  o n e  o f  t h e s e  c o n -  

s t r a i n t s  w i l l  b e  r e d u n d a n t .  T h e  b i n a r y  v a r i a b l e  x t a k e s  

v a l u e s  o f  1 o r  0 ,  d e p e n d i n g  o n  w h e t h e r  s a t e l l i t e  j i s  

l o c a t e d  c l o s e r  t o  i t s  w e s t e r n  b o u n d a r y  o r  e a s t e r n  b o u n d a r y .  

I f  s a t e l l i t e  j i s  l o c a t e d  c l o s e r  t o  i t s  w e s t e r n  b o u n d a r y  

t h e  c o n s t r a i n t  ( A . 3 6 )  i s  r e d u n d a n t  a n d  ( A . 3 5 )  m e a s u r e s  t h e  

d e v i a t i o n  f r o m  t h e  w e s t e r n  b o u n d a r y .  I f  X o j = O  t h e n  c o n -  

s t r a i n t  ( A . 3 6 )  m e a s u r e s  t h e  d e v i a t i o n  o f  s a t e l l i t e  j f r o m  

t h e  e a s t e r n  b o u n d a r y .  The maximum d e v i a t i o n  f r o m  t h e  c l o s -  

e s t  b o u n d a r y  i s  d e n o t e d  by q .  C o n s t r a i n t  ( A . 3 7 )  e n s u r e s  

t h a t  t h e  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f o r  s a t e l l i t e s  i s  f e a s i b l e .  T h e  

i n t e g r a l i t y  o f  t h e  b i n a r y  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  by  ( A . 3 8 )  

a n d  ( A . 3 9 ) .  T h e  n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  

is e n f o r c e d  by ( A . 4 0 )  a n d  ( A . 4 1 ) .  

o j  

F o r  a p r o b l e m  w i t h  m s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m ( m + l )  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  ( A  3 3 ) ,  ( A . 3 4 ) ,  

( A . 3 5 )  a n d  ( A . 3 6 ) ,  m t l  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m ( r n + 1 ) / 2  

b i n a r y  v a r i a b l e s .  
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M o d e l  7 :  M i n i m i z e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  t o t a l  a r c  o c c u p i e d  by 

t h e  s a t e l l i t e s  t o  b e  a l l o t t e d  l o c a t i o n s  1 2 0 ) .  

(A.42) n + l  - 0 
M i n i m i z e  z =  x 

s u b j e c t  t o ,  

( x i - x j )  + [ ( E - W )  - a s i j l x i j  - > ( E - W )  ( ~ . 4 3 )  v i ,  j 3 i< j  

x - x  < o  
0 j -  

E .  < x j  w j  3 -  

(A.45) V j  

(A.46) V j  

(A.47) V j  

X i j  = 0 o r  1 (A.48) U i , j  3 i < j  

x .  > 0 ( A . 4 9 )  V j  J -  

I n  t h i s  m o d e l  t w o  dummy v a r i a b l e s ,  x a r e  i n t r o -  

d u c e d .  T h e s e  c o r r e s p o n d  t o  t h e  e a s t e r n m o s t  a n d  w e s t e r n m o s t  

a n d  x n + l ,  0 

a l l o t t e d  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  o b j e c t i v e  

f u n c t i o n  (A.42)' m i n i m i z e s  t h e  t o t a l  a r c  o c c u p i e d  b y  t h e  

a l l o t t e d  s a t e l l i t e s ,  w h i c h  i s  e q u a l  t o  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  

t h e  e a s t e r n m o s t  a n d  w e s t e r n m o s t  s a t e l l i t e  l o c a t i o n s .  
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C o n s t r a i n t s  ( A . 4 3 )  a n d  ( A . 4 4 )  a r e  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  

w h i c h  e n f o r c e  t h e  minimum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  r e q u i r e -  

m e n t s .  C o n s t r a i n t s  ( A . 4 5 )  a n d  ( A . 4 6 )  e n s u r e  t h a t  t h e  d u m m y  

s a t e l l i t e s  o c c u p y  l o c a t i o n s  t h a t  a r e  s e p a r a t e d  by  a t  l e a s t  

t h e  g r e a t e s t  d i s t a n c e  b e t w e e n  a n y  two  s a t e l l i t e s .  Con- 

s t r a i n t  ( A . 4 7 )  e n s u r e s  t h a t  t h e  a l l o t t e d  l o c a t i o n  f o r  e a c h  

s a t e l l i t e  i s  f e a s i b l e .  The i n t e g r a l i t y  of t h e  b i n a r y  v a r i -  

a b l e s  i s  e n f o r c e d  b y  ( A . 4 8 ) .  T h e  n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  c o n -  

t i n u o u s  v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  by  ( A . 4 9 ) .  

F o r  a p r o b l e m  w i t h  m s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m ( m + l )  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  ( A . 4 3 1 ,  ( A . 4 4 ) ,  

( A . 4 5 )  a n d  ( A . 4 6 ) ,  m+2 c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m ( m - 1 ) / 2  

b i n a r y  v a r i a b l e s .  
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M o d e l  8 :  M a x i m i z e  t h e  l e n g t h  o f  t h e  min imum a r c  s e g m e n t  

a l l o t t e d  to a n y  s a t e l l i t e  [17]. 

M a x i m i z e  Z =  r 

s u b j e c t  to, 

Wi) 

+ 

+ 

e > E j  j -  

w .  < w j  
J -  

I 

X i j  = 0 o r  1 

r 2 0  

I 

a .  . ] X i j  
1 3  

T h e  o b j e c t i v e  f u n c t i o n  (A.50) 

s h o r t e s t  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  

(A.50) 

(A.57) V j  

(A.58) 

m a x i m i z e s  t h e  l e n g t h  o f  t h e  

t o  a n y  s a t e l l i t e .  C o n s t r a i n t s  

(A.51) a n d  (A.52) a r e  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  w h i c h  e n s u r e  

minimum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  b y  e n f o r c i n g  t h e  

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
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r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t h e  w e s t e r n  e d g e  o f  

a n  a l l o t t e d  a r c  a n d  t h e  e a s t e r n  e d g e  of t h e  a r c  of a d j a c e n t  

s a t e l l i t e s .  By r e p l a c i n g  A S i j  b y  l i j  w e  p e r m i t  a r c s  t o  

o v e r l a p  i f  t h e  minimum r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  i s  

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

z e r o .  T h e  l e n g t h  o f  t h e  minimum a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  

a n y  s a t e l l i t e  i s  m e a s u r e d  i n  c o n s t r a i n t  (A.531, a n d  i s  

d e n o t e d  by r .  C o n s t r a i n t s  (A.54) a n d  (A.55) e n s u r e  t h a t  

t h e  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  e a c h  s a t e l l i t e  l i e s  w i t h i n  i t s  

f e a s i b l e  a r c .  T h e  i n t e g r a l i t y  o f  t h e  b i n a r y  v a r i a b l e s  is 

e n f o r c e d  by (A.56). T h e  n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  c o n t i n u o u s  

v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  b y  (A.57) a n d  (A.58). 

F o r  a p r o b l e m  w i t h  m s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m 2  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  (A.51), (A.52) a n d  

(A.53), 2m+l c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m ( m - 1 ) / 2  b i n a r y  v a r i -  

a b l e s .  



M o d e l  9 :  M a x i m i z e  t h e  l e n g t h  

s e g m e n t  a1 l o t t e d  t o  

Ma x i m i  z e  2 "  t 

s u b j e c t  t o ,  

( e i  - W j )  + [ (E-W) - & . . ] X I  i j  i j  

( e  - v i )  + [ (E-W) - & . . ] x i j  
j l? 

e > E j  j -  

w < w j  j -  

I 

X =  i j  

e j , w j  

t 2 o  

T h e  o 

0 o r  1 

- > o  

j e c t i v e  f u n c t i o n  ( A . 5 , ,  

8 2  

o f  t h e  minimum w e i g h t e d  a r c  

a n y  s a t e l l i t e  [ 1 7 ] .  

( A . 5 9 )  

( A . 6 2 )  V j  

( A . 6 3 )  V j  

( A . 6 4 )  V j  

( A . 6 5 )  v i ,  j 3 i < j  

( A . 6 6 )  V j  

( A . 6 7 )  

m a x i m - z e s  t h e  l e n g t . .  o f  t..e 

s h o r t e s t  w e i g h t e d  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  a n y  s a t e l l i t e .  

C o n s t r a i n t s  ( A . 6 0 )  a n d  ( A . 6 1 )  a r e  d i c h o t o m o u s  c o n s t r a i n t s  

w h i c h  e n s u r e  minimum s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  r e q u i r e m e n t s  b y  

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 



I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1. 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 

8 3  

e n f o r c i n g  t h e  r e q u i r e d  s e p a r a t i o n  b e t w e e n  t h e  w e s t e r n  e d g e  

o f  a n  a l l o t t e d  a r c  a n d  t h e  e a s t e r n  e d g e  o f  t h e  a r c  o f  a d j a -  

c e n t  s a t e l l i t e s .  By r e p l a c i n g  As b y  b i j  w e  p e r m i t  a r c s  

t o  o v e r l a p  i f  t h e  minimum r e q u i r e d  s a t e l l i t e  s e p a r a t i o n  is 

z e r o .  T h e  l e n g t h  of t h e  min imum w e i g h t e d  a r c  s e g m e n t  

i j  

a l l o t t e d  t o  a n y  s a t e l l i t e  i s  m e a s u r e d  i n  c o n s t r a i n t  ( A . 6 2 ) ,  

a n d  i s  d e n o t e d  b y  t .  C o n s t r a i n t s  ( A . 6 3 )  a n d  ( A . 6 4 )  e n s u r e  

t h a t  t h e  a r c  s e g m e n t  a l l o t t e d  t o  e a c h  s a t e l l i t e  l i e s  w i t h i n  

i t s  f e a s i b l e  a r c .  T h e  i n t e g r a l i t y  o f  t h e  b i n a r y  v a r i a b l e s  

i s  e n f o r c e d  by ( A . 6 5 ) .  T h e  n o n - n e g a t i v i t y  o f  t h e  c o n t i n u o u s  

v a r i a b l e s  i s  e n f o r c e d  b y  ( A . 6 6 )  a n d  ( A . 6 7 ) .  

F o r  a p r o b l e m  w i t h  m s a t e l l i t e s ,  t h i s  f o r m u l a t i o n  

e n t a i l s  m 2  s t r u c t u r a l  c o n s t r a i n t s  ( A . 6 0 ) ,  ( A . 6 1 )  a n d  

( A . 6 2 ) ,  2m+l  c o n t i n u o u s  v a r i a b l e s  a n d  m ( m - 1 ) / 2  b i n a r y  v a r i -  

a b l e s .  



A p p e n d i x  B 

C O M P U T E R  R E S U L T S  O F  H I P  F O R M U L A T I O N S  

I 
I 

- 8 4  - 



I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
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T a b l e  1 1  

C O M P U T E R  R E S U L T S  O F  M I P  F O R M U L A T I O N S  ( E .  E U R O P E )  _-------------- --I-------------_------------ 

1 4.54 .31 9.33 3.45 20.072 

2 7.45 071 11.27 1.66 20.202 

3 77 -06 015 49-87 10.21 20.122 

4 12.32 .19 8 e48 18.95 20.062 

5 69.75 e13 58.21 3.53 20.032 

6 14.22 . l l  2.7i 3.58 20.0g2 

7 32.81 .23 25.48 7.86 20.212 

8 5.51 -19 8.75 14.49 20.222 

9 6.43 .17 10.06 1 e46 20.1g2 

1 
1 
I 
I 
I 

N O T E :  1 - P r o v e n  O p t i m u m  s o l u t i o n  

2 - T e r m i n a t i n g  a t  t h e  m a x i m u m  a l l o t t e d  C P U  t i m e .  
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F I R S T  F E A S I B L E  B E S T  S O L U T I O N  F I N A L  S O L N .  
S O L U T I O N  

O b j  F n .  T i m e  O b j  F n .  T i m e  T i m e  
V a l u e  Min .  V a l u e  M i n .  M i n .  

1 4.77 029 8.38 10.38 20.112 

2 8.22 .55 10.36 1.68 20.182 

3 61 e92 09 29.67 0.69 5.22l 

4 7.25 -17 6.62 0.56 2.59l 

5 46.12 -10 26.69 3.45 7-15l 
.. 

6 12.33 -17 7.51 18.67 20.11L 

7 33.13 026 23.71 19.35 20.022 

8 5.61 10 6.00 0.21 0.28l 

9 7.79 021 10.14 19.73 20.062 

N O T E :  1 - P r o v e n  O p t i m u m  s o l u t i o n  

2 - T e r m i n a t i n g  a t  t h e  m a x i m u m  a l l o t t e d  C P U  t i m e .  

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 



I 
I 
I 
u 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
D .  
I 
I 
I 
1 
1 
I 
I 
I 

F I R S T  FEASIBLE B E S T  SOLUTION FINAL S O L N .  
SOLUTION 

O b j  Fn. T i m e  O b j  Fn. T i m e  T i m e  
V a l u e  Min. V a l u e  Min. Min .  

1 7.77 -41 10.55 11.83 20.222 

2 11.27 1.05 13-20 15.25 20.152 

3 33.55 -13 30 -44 1.44 20.022 

4 6.96 -19 6.60 0.21 20.022 

5 38.02 010 27.70 1-30 20.042 

6 41.64 -09 0.86 17.07 2 0 0 0 5 ~  

7 28-66 - 3 5  22.50 6.27 20.082 

8 7.68 .37 9.85 16.41 20.242 

9 9.67 * 1 5  11.99 2.30 20.012 

N O T E :  1 - P r o v e n  O p t i m u m  s o l u t i o n  

2 - T e r m i n a t i n g  a t  the maximum a l l o t t e d  C P U  t i m e .  
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T a b l e  14 

FIRST FEASIBLE BEST SOLUTION F I N A L  SOLN. 
S O L U T I O N  

0 b j  Fn. T i m e  O b j  F n .  T i m e  T i m e  
V a l u e  Min V a l u e  Min. M i n .  

1 11.10 015 16.90 2.11 20.132 

2 12.67 .30 18.44 5.36 20.2OL 

1 

4 1 6 4  .Ol 1.64 001 0 0 0 7 ~  

5 6.85 001 6.85 .01 0.05l 

6 2.99 .01 0.00 077 0.811 

7 17.48 -10 16.27 15.47 20.042 

3 8.65 .01 8.65 .01 0.06 

8 11.35 - 1 5  14.85 8.36 20.1g2 

9 12.37 007 14.42 4.27 20.102 

N O T E :  1 - P r o v e n  Opt imum s o l u t i o n  

2 - T e r m i n a t i n g  a t  t h e  maximum a l l o t t e d  C P U  t i m e .  

I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 



1 
I 
I 
I 
U 
I 
I 
I 
I 
I 
1 .  
I 
I 
I 
I 
1 
I 
1 
I 
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FIRST F E A S I B L E  BEST SOLUTION F I N A L  SOLN. 
S O L U T I O N  

O b j  Fn .  T i m e  O b j  Fn .  T i m e  T i m e  
V a l u e  Min V a l u e  M i n .  M i n .  

1 9.69 013 14.69 17-14 20.09* 

2 14.00 -26 16.44 -75 20.202 

3 24.11 -02 23.05 .54 1 .601 

4 5.88 05 5-19 . l l  1.33l 

5 26.59 -03 18.31 e 1 4  0.9l1 

6 12.25 05 0.74 6.05 20. 042 

7 26.16 0 0 8  18.99 18.88 20.04* 

8 9.06 . l l  13.18 6 - 9 3  20.1i2 

9 8.67 03 8 - 6 7  -03 0.09l 

N O T E :  1 - P r o v e n  Optimum s o l u t i o n  

2 - T e r m i n a t i n g  at t h e  maximum a l l o t t e d  C P U  t i m e .  



A p p e n d i x  C 

C O M P A R I S O N  OF S O L U T I O N  Q U A L I T Y  OF MIP M O D E L S  

- 9 0  - 

I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
1 



I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
8 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 

9 1  

B E S T  
S O L N .  O B J E C T I V E  F U N C T I O N  V A L U E  I N  M O D E L  

1 9 . 3  9 .3  3 7 6 . 8  6 2 . 0  3 5 7 . 7  5 5 . 7  1 2 4 . 0  

2 6 .7  1 1 . 3  4 1 2 . 8  6 2 . 0  4 0 4 . 9  5 0 . 4  1 2 4 . 0  

3 0 . 0  0.6 4 9 . 9  1 0 . 7  5 1 . 2  6 1 . 0  2 8 . 4  

4 0 . 0  0 . 5  7 1  e6 8 . 5  7 0 . 2  5 4 . 3  2 7 . 3  

5 0 .0  0 - 3  6 0 . 9  1 4 . 5  5 8 - 2  5 9 . 5  3 2  - 0  

6 0 . 0  1 . 3  5 9 3 . 0  6 1 . 0  5 6 3 . 1  2 . 7  1 2 4 . 0  

7 0 . 0  0 . 4  2 7 0 . 6  3 8 . 4  2 8 2 . 3  4 7 . 9  2 5 . 5  

-. c - d -  
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349.5 5 9 . 0  365.4 55.5 114.0 1 8.4 9.3 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

2 8.0 10.4 366.6 59.0 358.3 50.5 114.0 

3 0.0 1.3 29.7 11-8 26.6 61 a4 34.8 

4 0.0 1.8 53.4 6.6 96.7 61 a4 35.3 

5 0.0 1.3 29.7 11.8 26.6 61.4 34.8 

6 0.0 1.3 575.9 62.0 568.0 7.5 120.0 



9 3  

1 10.6 10.6 496.0 68.0 407.3 61.4 152.0 

2 8.1 13.2 530.4 68.0 436.5 55.6 160.0 

3 0.0 0.6 3 0  *4 11.4 2 8  04 68.0 35.0 

46.3 66.8 22.5 4 0.0 0.2 55.3 6.6 

5 0.0 0.3 30.4 10.0 27.7 67.3 33.8 

6 0.0 0 - 5  774.7 68.0 647.2 0 . 9  160.0 
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1 1 6 . 9  1 7 . 4  400  7 64 .0  323 .5  57 .8  1 6 6 . 0  

2 1 8 . 4  13 .4  4 3 1 . 1  63 .0  3 5 0 . 8  4 5 . 8  1 6 6 . 0  

3 0 . 0  2 .0  8 . 7  3 .3  7 . 1  64 .3  43 .0  

4 0 . 0  0 .7  1 3 . 0  1 . 6  10 .4  63 .4  4 4 . 3  

5 0.0  2 . 0  8 . 7  3 . 3  6 . 9  64 .0  4 6 . 3  

6 2 . 9  6 0  616 .0  65 .0  500 .0  0.0 1 6 6 . 0  

0 . 0  0 . 9  363 .4  60 .0  2 9 5 - 3  4 8 . 8  1 6 . 3  7 



1 
I 
1 
I 
1 
I 
I 
I 
1 
I 
1. 

I 
I 
I 
1 
I 
I 
I 

m 

9 5  

B E S T  
S O L N .  O B J E C T I V E  F U N C T I O N  V A L U E  I N  M O D E L  

1 2 3 4 5 6 7 

1 1 4 . 7  1 5 . 3  3 8 6 . 9 '  6 4 . 0  3 1 6 . 3  4 7 . 1  1 4 8 . 0  

1 6 . 4  3 9 1  01 6 4 . 0  3 1 4 . 5  4 9 - 8  1 4 8 . 0  2 1 2 . 2  

3 0 . 0  1 . 4  2 3  - 0  7 - 1  1 8 . 4  6 6 . 7  2 7 . 6  

4 0 . 0  0 . 4  4 0  e 0  5 - 2  3 4 . 6  6 2 . 8  3 2 . 2  

5 0 . 0  1 . 4  2 3  - 1  9 . 8  1 8 . 3  6 6 . 8  2 7 . 8  

6 0 - 4  1 . 4  5 8 8 . 7  6 7 . 0  4 9 8 . 9  0 . 7  1 4 4 . 0  



A p p e n d i x  D 

O R D E R I N G  O F  S A T E L L I T E  A L L O T M E N T S  I N  MIP M O D E L S  

- 9 6  - 



I 
1 
I 
1 
8 
1 
I 
I 
I 
I 
I 
1 
I 
1 
1 
I 
I 
I 
I 

9 7  

T a b l e  2 1  

O B J  1 ( F )  1 8 1 0  6 4 1 2  9 11 7 5 3 2  

O B J  1 ( B )  11 7 1 2  3 1 0  8 1 2 6 4 9 5  

O B J  2 ( F )  1 1 0  11 1 2  6 9 8 7 4 3 5 2  

O B J  2 ( B )  8 3 11 6 1 0  2 9 1 1 2  7 4 5 

O B J  3 ( F )  2 3 1 4 7 1 0  9 11 1 2  8 6 5 

O B J  3 ( B )  11 1 2  8 9 1 5 7 1 0  4 6 2 3 

O B J  4 ( F )  2 3 1 4 9 11 1 2  8 1 0  7 5 6 

O B J  4 ( B )  1 2  8 6 5 11 10 2 9 1  7 4 3  

O B J  5 ( F )  2 3 1 5 7 1 0  9 8 6 4 11 1 2  

O B J  5 ( B )  9 1 2  11 6 4 1 7 .  5 1 0  3 8 2 

O B J  6 ( F )  2 5 4 3 11 7 9 6 1 1 0 1 2  8 

O B J  6 ( B )  1 2  5 7 2 6 1 1 0 1 1  9 8 3 4 

O B J  7 ( F )  3 9 1 0  1 2  4 7 1 1 8 6 5 1 2  

O B J  7 ( B )  1 8 9 4 6 2 11 1 0  7 5 1 2  3 

O B J  8(F) 2 5 1 4 6 11 1 0  8 9 1 2  7 3 

O B J  8 ( B )  2 4 11 7 1 5 9 1 0  3 6 8 1 2  

O B J  9 ( F )  2 5 4 1 1 0  3 6 7 1 2  9 11 8 

O B J  9 ( B )  3 7 4 9 2 1 1 2  5 1 0  8 6 11 



O B J 1 ( F ) 3  2 8 9 1 0  11 1 2  7 4 5 6 1 

O B J  1 ( B )  1 9 1 2  4 11 6 8 2  7 1 0  3 5 

O B J  2 ( F )  5 3 2 9 11 1 2  8 1 0  6 7 4 1 

O B J  2 ( B )  1 9 7 4 11 1 2  8 2 1 0  6 3 5 

O B J  3 ( F )  2 3 1 9 4 6 7 5 1 0  11 1 2  8 

O B J  3 ( B )  11  1 2  7 1 0  9 8 6 5 3 1 4 2  

O B J  4 ( F )  2 3 1 4 5 6 1 0  7 8 1 2  9 11 

O B J  4 ( B )  11 9 1 2  8 7 1 0  4 6 5 3 1 2  

O B J  5 ( F )  2 1 3 5 6 7 8 4 1 0  11 1 2  9 

O B J  5 ( B )  11 1 2  7 1 0  9 8 6 5 3 1 4 2  

O B J  6 ( F )  5 1 4 7 6 11 1 2  9 2 3 8 1 0  

O B J  6 ( B )  7 1 4 3 2 9 11 10  8 1 2  6 5 

O B J  7 ( F )  3 5 6 1 0  1 2  7 8 9 1 1  4 2 1 

O B J  7 ( B )  4 8 1 2  9 1 3 11 5 2 6 1 0  7 

O B J  8 ( F )  4 1 6 7 2 5 1 2  3 1 0  8 11 9 

O B J  8 ( B )  7 4 11 1 2 9 6 3 5 1 2  8 1 0  

O B J  9 ( F )  4 5 3 7 2 8 1 2  11 9 1 0  6 1 

O B J  9 ( B )  5 4 11 6 2 7 1 2  3 1 8 9 1 0  



9 9  

O B J  2 ( F )  2 3 1 3  4 1 2  5 11 8 1 9 7 1 0  6 

O B J  2 ( B )  6 9 1 8 4 7 1 3  2 3 5 1 2  11. 1 0  

O B J  3 ( F )  3 1 3  1 0  11 8 7 2 1 2  1 5 4 9 6  

O B J 3 ( B ) 6  9 1 5  4 1 2  2 7 8 1 1 1 0 1 3  3 

O B J  4(F) 3 1.3 1 0  8 7 11 2 1 2  1 5 4 9 6  

O B J 4 ( B ) 6  9 4 5 1 1 2  2 7 1 1 1 3  8 1 0  3 

O B J  5 ( F )  3 11 1 3  1 0  8 7 2 1 5 4 1 2  9 6 

O B J 5 ( B ) 6  9 1 1 2  4 5 2 7 8 1 1 1 0 1 3  3 

O B J  6 ( F )  1 0  11 2 8 3 1 3  9 6 1 2  5 4 7 1  

O B J  6 ( B )  6 2 5 7 1 1 3  1 2  4 9 3 8 11 1 0  

6 2 5 1  

O B J  7 ( B )  13  1 9 1 2  8 6 11 7 2 5 1 0  4 3 

O B J  7 ( F )  3 1 2  11 1 3  1 0  9 8 7. 4 

O B J 8 ( F ) 2  5 4 6 1 1  7 9 1 0 1 2  1 3  3 8 1 

O B J  8 ( B )  1 0  2 11 1 2  8 6 1 3  3 1 5 4 7 9  

O B J 9 ( F ) 7 1 1 1 0  8 3 6 1 5 1 3  1 2  2 4 9 

O B J  9 ( B )  7 8 1 0  11 3 1 3  4 1 2  1 5 2 9 6  



O B J  1 ( F )  1 0  5 1 4 6 3 8 7 9 2 

O B J  1 ( B )  5 2 4 1 3 8 9 6 7 1 0  

5 4 1 6 7 8 9 3 2 O B J  2 ( F )  1 0  

O B J  2 ( B )  5 3 1 9 8 4 1 0  2 7 6 

O B J  3 ( F )  6 7 8 1 9 2 1 0  3 4 5 

O B J  3 ( B )  5 4 3 1 0  2 9 1 8 7 6 

O B J  4 ( F )  6 7 8 1 9 3 4 5 2 1 0  

O B J  4 ( B )  5 4 3 1 0  9 2 1 8 7 6 

O B J  5 ( F )  6 7 8 1 9 2 1 0  3 4 5 

O B J  5 ( B )  5 4 3 1 0  2 9 1 8 7 6 

O B J  6 ( F )  6 7 8 1 9 2 1 0  3 5 4 

O B J  6 ( B )  5 3 9 8 7 4 1 0  2 1 6 

O B J  7 ( F )  2 4 7 8 9 5 1 0  6 3 1 

O B J  7 ( B )  1 5 7 1 0  8 3 9 6 4 2 

O B J  8 ( F )  1 3 5 6 1 0  7 4 8 9 2 

O B J  8 ( B )  7 9 8 1 0  6 3 1 4 2 '5 

O B J  9 ( F )  7 2 8 1 0  6 9 4 1 5 3 

O B J  9 ( B )  7 2 6 1 0  1 3 8 9 4 5 
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O B J  1 ( F )  1 9 6 4 7 8 1 0  5 3 2 

O B J  1 ( B )  1 0  4 7 6 3 8 5 1 9 2 

O B J  2 ( F )  1 6 4 8 10 5 3 9 7 2 

O B J  2 ( B )  1 0  5 2 6 7 8 3 9 4 1 

O B J  3 ( F )  3 1 2 4 7 8 5 9 6 1 0  

O B J  3 ( B )  1 0  6 9 5 8 7 4 1 2 3 

O B J  4 ( F )  3. 1 7 2 4 5 8 6 9 1 0  

O B J  4 ( B )  1 0  9 4 6 5 8 7 3 2 1 

O B J  6 ( F )  

O B J  6 ( B )  

O B J  8 ( F )  

O B J  8 ( B )  

O B J  9 ( F )  

O B J  9 ( B )  

1 3 

9 1 0  

2 5 

9 4 

6 1 

9 6 

7 9 

2 3 

1 2 

1 2 

2 4 7 8 5 10 9 6 

6 5 8 7 4 1 2 3 

4 7 6 9 3 10 8 1 

7 1 8 1 0  3 6 5 2 

4 9 8 1 0  7 5 2 3 

3 8 5 2 7 1 0  1 4 

1 4 1 0  8 5 3 6 2 

6 7 8 5 9 1 4 1 0  

5 3 4 9 8 6 7 1 0  

5 3 4 8 9 6 7 10 
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